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Prefacio

O presente trabalho é uma colectanea de exercicios referentes a alguns temas das disciplinas

de Anéilise Matematica I e Analise Matemética II. As primeira?

e segunda partes desta edicao
de “Elementos de Analise Matemaética” ficam, deste modo, a completar-se.

Nesta parte II faz-se uma digressao ao conceito de continuidade e continuidade uniforme
de fungao. Especial atencao ¢ dada ao tema sobre diferenciacao, integracao e suas aplicagoes.
Aborda-se o tema sobre integrais improprios, critérios de convergéncia de integrais improprios.
Finalmente, nos tultimos moédulos, introduz-se a nocao de séries numéricas, critérios de con-
vergéncia de séries numéricas.

A assimilacao dos principais conceitos e teoremas, que se encontram no resumo teorico,
sao fundamentais para a compreensao dos exercicios resolvidos e a resolucao dos exercicios
propostos. Subentende-se que as demonstragoes destes teoremas o leitor teve a oportunidade
de aprendé-las, durante as aulas teéricas ministradas.

Parte dos exercicios aqui retratados foram retirados do livro, ja considerado classico e de
consulta obrigatoria, sob redaccao do académico russo Boris Pavlovitch Demidovitch?.

Gostarfamos de exprimir os nossos agradecimentos a todos que, directa ou indirectamente,
contribuiram para que este trabalho fosse publicado.

Maputo, Junho 2004

Os autores

3M. J. Alves “Elementos de Analise Matematica. Parte I”
“Boris Pavlovitch Demidovitch (1906-1977) — matematico russo
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Moébdulo 1

Continuidade e continuidade uniforme

1.1 Resumo tedrico

Seja E C R!, a € E, E é um conjunto aberto. A funcao f : E — R! é continua no ponto
a se f(x) estd definida numa vizinhanga de a e lim f(z) = f(a). Diremos que a fun¢ao f(x) é
continua, no ponto a, segundo Heine'! se p;:ema qualquer que seja a sucessao {r,}, z, € E
(n=1,2,...,n), x, — a, quando n — oo, temos f(x,) — f(a). A fun¢do f(z) é continua,

no ponto a, segundo Cauchy? se
Ve>036>0Vae € E: |z—a|<d = |f(z)— fla)|] <e.

A fungao f(z) é continua em E se ela for continua em cada ponto de E. A funcdo f(x) é

continua & direita do ponto a se lim f(z) = f(a). A funcdo f(x) ¢é continua & esquerda do

r>a

ponto a se lim f(z) = f(a). A notacdo usada é: lim f(z) o lim f(x) = f(a¥), lim f(z) o
z<a z>a rT—a z<a

lim f(z) = f(a™). Se f(z) for continua no ponto a, entdo tem lugar a igualdade: f(a™) =
f(a™) = f(a). A fungdo f(x) é continua no intervalo fechado [a,b] se ela é continua em cada

ponto de (a,b), continua a direita do ponto a e continua & esquerda do ponto b.

Teorema 1. (Primeiro teorema de Weierstrass®) Se a fungdo f(x) € continua num intervalo

fechado, entao ela € limitada nesse intervalo fechado.

Teorema 2. (Segundo teorema de Weierstrass) Se a funcao f(x) € continua num intervalo

fechado, entao ela atinge os seus valores mdximo e minimo nesse intervalo fechado.

"Heinrich Eduard Heine (1821-1881) — matematico alemao
2 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — matematico francés
3Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) — matematico alem&o

8



Mboédulo 1. Continuidade e continuidade uniforme 9

Diremos que f(z) é uniformemente continua em E C R se
Ve>036>0Va, 2" eE: |2/ —2"|<d = |f(2)) - f(2")| <e.

Teorema 3. (de Cantor') Se a funcio f(x) € continua num intervalo fechado (segmento),

entao ela € uniformemente continua nesse intervalo fechado.

A expressao

W FE) Y sup |f(2) — f(z")]

|a! =2 |<o

chamaremos médulo de continuidade. A funcao w(d; f; E) é nao negativa e nao decrescente.
Teorema 4. As duas afirmagoes sao equivalentes:

1) f(x) € uniformemente continua em E;

2) Jim w(5 ) = 0.

Diremos que zy é ponto de descontinuidade da funcdo f(z) se lim f(z) # f(xo).
T—T0

Se lim+ f(z) = lim f(z) # f(=z), entdao 7o ¢ ponto de descontinuidade evitavel. Se

CE—>$O 27—>CE0

lim+ f(z) # lim f(x), entdo zy ¢ ponto de descontinuidade do tipo degrau (salto).

T—T(q T—Tq

Os pontos de descontinuidade evitavel e descontinuidade do tipo degrau sao chamados pontos
de descontinuidade de primeira espécie. Quando um ou ambos limites laterais numa
vizinhanga do ponto xy nao existem ou sao iguais a infinito, diremos que z, é ponto de

descontinuidade de segunda espécie.

1.2 Exercicios resolvidos

1) Investigue a continuidade das seguintes fungoes:

(a) f(z) = |zl

Resolucao. Por defini¢ao

x, se x>0,
|z| = 0, se z=0,
—x, se x <0.

“Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) — matemético alemao
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O ponto que suscita davidas, sobre a continuidade da fungao f(x) = |z|, ¢ x = 0.
Vamos verificar se f(x) ¢ continua nesse ponto:

lim f(r) = lim f(z) = £(0) =0,

z—0t+ z—0~

portanto a fungao f(x) = |z| é continua em todo o seu dominio de definigao. [

(b)
2?2 —4
r—2"’

se ¥ # 2,
fz) =

A, se x=2;
Resolugao. Precisamos verificar se f(x) é continua no ponto x = 2. Temos:

. a2 —4 . (r—2)(z+2)
i o) = iy g =

= lin%(m +2)=4.

Em conclusdo, se A = f(2) for igual a 4, entdo f(z) é continua no ponto z = 2,

consequentemente ela é continua em todo o seu dominio. [

© F@) =7 o x#0e f(0)=1;

 al

Resolugao. Temos:
( sinx
, se x>0,
x
flz) = 1, se =0,
sinx
— , se x <0.
( x

Vamos verificar se f(x) é continua no ponto z = 0. Para tal, precisamos de calcular
os limites laterais desta fun¢ao no ponto x = 0:

sin x

£(07) = T fa) = Tm " =1 = f(0)
FO07) = T () = ~ 1 T = 12 7(0)

A fungao f(z) é descontinua no ponto x = 0, pois f(07) = f(0) # f(07). Contudo,
ela é continua a direita do ponto x =0. [
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f(x):e_x%,sex%o e f(0) =0;

Resolugao. Vamos calcular os limites laterais da func¢ao no ponto z = 0:

l. = _l: _OOZO ]_. = _l: _OOZO.
xi%l+f(x) eo=e : xilglif(x) eo=e

Logo, f(x) é continua. [

1
flx) = —————,se x#1, f(1) é qualquer real finito.
I+e=1
Resolucao. Vamos achar os limites laterais desta funcao no ponto x = 1. Temos:
1 1 1 1
lim f(z) = — = =0, lim f(x)= — = =
r—1t 1+ eor 1+ 00 z—1— 1+ e0— 1+0

Concluimos que f(z) é descontinua no ponto z =1. O

2) Ache os pontos de descontinuidade e caracterize-os:

(a)

x
flz) = REESEE
Resolugao. Esta funcio esta definida em R'\ {—1}. O ponto z = —1 ¢é de descon-
tinuidade de segunda espécie, pois xEIEll f(x)=—0c0. O

14+x
fla) =15
Resolugao. Factorizando o denominador temos: 1+ 23 = (1 +2)(1 — 2z +2?%). O
factor 14z anula-se, quando = —1 e o factor 1 —z + 2% é sempre positivo. Assim
vemos que, a fungao nao esta definida no ponto z = —1. O ponto x = —1 é ponto

de descontinuidade evitavel, pois

lim f(x)= lim f(x):% d

rz——1*1 T——1-

1
f(x) = arctg —.
x
Resolucao. O ponto x = 0 é de descontinuidade. Vamos calcular os limites laterais

neste ponto:

1
lim f(z)= lim arctg — = arctg(+o00) = g
x

z—0t+ z—0t+

1 T
lim f(x) lim arctg — = arc g(—o0) 5

Portanto, z = 0 é ponto de descontinuidade tipo degrau (salto).
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3) Investigue a continuidade para as fungoes seguintes:

(a)
fx) =

x2, se 0<z<1,
2—=x se 1<zx<2;

Resolugao. Precisamos verificar a continuidade de f(z) no ponto x = 1. Temos:

f()y=1, lim f(x):liiriﬁ:l: lim f(x) :li_)n%(Q—x).

z—1- r—1+

Portanto, a fungao é continua no segmento dado [0,2]. O

(b)
f(o) = { r, se |z| <1,

L, se |z[>1.
Resolugao. Vamos investigar a continuidade desta fun¢ao nos pontos r = —1 e
xr = 1. Para o ponto x = —1 temos:

f(=1)=-1, lim f(z)= lim x=-1# lim f(z)=1.

z——1F z——1 T——1-

O ponto z = —1 é de descontinuidade tipo degrau (salto). Para o ponto = = 1

temos:

f()y=1, lim f(z)=1= lim f(x).

x—1+ z—1-

Portanto, f(z) é continua no ponto z =1. O

4) A fungao f(z) nao tem significado, quando x = 0. Defina f(0), de modo que f(z) seja

continua no ponto x = 0, se:

(a) f@)—m,

Resolugao. Para que a fungao f(z) seja continua no ponto x = 0 é preciso definir
£(0) de tal modo, que f(0) = lir% f(x). Fagamos a substituigao 1+x =1 -1, z —
0. Entao,

-1 t—1F*+t+1) 3

f(0) = lim flo) =lim Gy =l =y =5 O

(b) flz) = B2

T
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Resolugao. Para que a func¢do f(z) seja continua no ponto x = 0 é preciso que

f(0) = lim f(z).

z—0
Calculando este limite temos:
tg 2 in 2 in 2 1
£(0) = lim 227 = lim — =0 — 9 iy S —2. O
z—0 I z—0 T CcOS 2% z—0 2% COSs 2x

1
5) Mostre que a fungao f(z) = — ndo é uniformemente continua no intervalo (0,1).
T

Resolucgao. Precisamos mostrar que

Je>0Va>032 2" € (0,1): |2/ —2"| <6 = |f(a') — f(z")] > e

1 1
Seja ' = —, 2" = , k> 1. Assim,
n n + ke
1 1 k
7' — 2" == — = ° — 0, n— oo,
n  n+ke| n(n+ ke

contudo
F@) = F@)] = n—n— ke| = ke >

para qualquer € > 0. [

x
4 — g2

6) Dada a fungao f(z) = (=1 <z < 1) verifique se ela é uniformemente continua.

Resolugao. A funcio f(z) = no segmento dado —1 < x < 1, é continua. Em

4 — 2’
virtude do teorema de Cantor, ela é uniformemente continua neste segmento. [J

sin

7) Dada a fungao f(z) =

(0 < x < 7) verifique se ela é uniformemente continua.

Resolugao. Vamos compor a fungao

sin x
, se O<z<m,
x
F(r) = 1, se = =0,
0, se T =T.

A funcao F(x) é continua no segmento [0, 7] e, pelo teorema de Cantor, ela é uniforme-
mente continua em [0, 7]. Portanto, ela ¢ também uniformemente continua no intervalo
(0,7) C [0,1]. Como a restrigdo de F(z) no intervalo (0,7) coincide com a funcdo

flz) = 81217 concluimos que f(z) ¢ uniformemente continua em (0,7). O




14 E.V. Alves, M.J. Alves. Elementos de analise matematica. Parte I1

8) Dada a funcao f(x) = +/z (1 <x < 400) verifique se ela é uniformemente continua.

Resolugao. Para qualquer ¢ > 0 e 2/,2” € [0,400), vejamos o modulo da diferenga

7))
Ve — V| =

‘ilj'/ _ x//‘

- 2

/ /!
r =z / "
< |z = 2" <e=4d(e).
‘ \ /x/ + \ /xll
Concluindo, a fungao estudada é uniformemente continua. [

9) Para ¢ > 0, ache 6 = J(¢) que satisfaz as condi¢oes de continuidade uniforme para as
fungoes segunintes:

(a) f(x)=bx—3, —oo<x<+o00;

Resolugao. Sejam quaisquer =’ e z”, vejamos o moédulo da diferenga |f(2') — f(2")]:

52" =3 —5bz" +3| =52 — 2| <e= |2/ —2"| < % =d(e). O

(b) fz)=2*—-2r—-1, —2<z<5;
Resolugao. De modo andlogo ao exercicio anterior temos:
1F(@) = f@")] = 2% = 22" =1 — 2" + 22" + 1| = [#”> — 2"° = 2(«/ — 2")| =
= |(z' +2")(2' — 2") — 2(a’ — 2")| < [10(2" — 2") = 2(2' — 2")| =
:&f—ﬂ<5:ﬂf—ﬂ<gzﬂd O

(¢) f(x)= é, 0.1 <z <1,

Resolugao. Sejam 2’ e 2” quaisquer valores pertencentes ao segmento [0.1,1],
vejamos o modulo da diferenca

Jra——
'

<100j2" —2"| < ¢

F) = )] = |-

sW#M<ﬁ:M)D

10) Obtenha a estimagao do médulo de continuidade do tipo wy(d) < C6“, onde §, C e «a
sao constantes, se:

(a) f(z)=2% 0<z<1;
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1.3

1

(\V]

w

)
)
)
)

4

Resolugao. Por definicdo wy(0) = sup |f(2') — f(2”)|. Assim, para quaisquer
&/ —al|<§
o' 2" € ]0,1] temos:

sup |f(2)) = f(a")] = sup [ —a"| =
|a’—x'"|<0 |a'—x'"| <0

/i !

= sup |(@ —2")@P 42"+ <6 sup |27 422" + 27| < 36

|2/ —al|<§ o/ —a| <8
Em conclusao: C =3, a=1. O

(b) f(z) =+x, 1<uz<+4o0.
Resolugao. Sendo ;2" € [1,+00), para |2/ — 2”| < § temos:

’x //’ 1 / 1 5
w(0) = sup |Va'—Vz"|= sup < - sup |z'—2"|< <.
d |/ —a/| <6 v—a|<s VT + V" =3 |/ —a|<b 2

1
Assim, 0557 a=1. O

Perguntas de controle

Dé a defini¢ao de fungao limitada superiormente (inferiormente) no conjunto E C X.
Dé a defini¢ao de fungao continua num ponto.
Formule e demonstre o primeiro teorema de Weierstrass.

E correcto afirmar que se uma funcao é continua num intervalo, entao ela é limitada nesse

intervalo?
Formule e demonstre o segundo teorema de Weierstrass.
Dé a defini¢ao de fungao uniformemente continua num conjunto X.

E correcto dizer que se uma fun¢ao f(z) é continua num conjunto X, entao ela é uni-

formemente continua nesse conjunto?
Se uma func¢ao f(z) é uniformemente continua num conjunto X, ela é continua em X?
Formule o teorema de Cantor.

Formule o teorema que expressa a condigao necessaria e suficiente de continuidade uni-

forme de uma fungao num conjunto X.
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1.4 Exercicios propostos

1) Investigue a continuidade das seguintes fungoes:
1
(a) f(z)=xsin—,se x#0 e f(0)=0;
x

(b) f(x)= 5, se x# —1 e f(=1) é qualquer;

(1+x)

e ,sex#0e f(0)=1,

(© S =

(d) f(z) = signa;
(e) f(x)=xlnz? se z#0 e f(0)=a.

2) Ache os pontos de descontinuidade e caracterize-os:

() f(0) = s
(b) fla)=

(¢) f(x) = Vrarctg .

3) Investigue a continuidade para as fung¢oes seguintes:

(a)

i 2] <1
cos—, se || <1,
fx) = 2
lz—1|, se |z]>1;

2x, se 0<z<1,
-}

2—zx, se 1<ax<2.

4) A fungdo f(x) nao tem significado quando = = 0. Defina f(0), de modo que f(x) seja

continua no ponto x = 0, se:
. 1
(a) f(z)=sinxsin—;
x
(b) f(z) =zn?z.
5) Mostre que a fungdo nao limitada f(z) = x + sinz é uniformemente continua em R'.

6) Dada a fun¢ao f(x) =Inz (0 <z < 1) verifique se ela é uniformemente continua.
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7) Dada a funcdo f(z) = arctgx (—oo < & < +00) verifique se ela é uniformemente con-

tinua.
8) Dada a funcéo f(z) = zsinz (0 < x < 400) verifique se ela é uniformemente continua.

9) Para ¢ > 0, ache § = d(e) que satisfaz as condi¢oes de continuidade uniforme para as

fungoes seguintes:

(a) f(z)=Vz, 0<z<+o0;

(b) f(z) =2sinx —cosz, —oo <z < +400;
1

(c) f(x)=xsin—sex#0e f(0)=0, 0<z<m.
x

10) Obtenha a estimacao do moédulo de continuidade do tipo ws(d) < C'é*, onde d, C' e «

sao constantes, se:
(a) f(x) =sinx+cosz, 0<z<2m;

(b) flz)=vz, 0<x<L



Moébdulo 2

Derivada e diferencial. Regras de

derivacao

2.1 Resumo teodrico

Seja f(x) uma funcao definida numa certa vizinhanga do ponto . A expressao

def
Af= flzo+ Az) — f(xo)
chamaremos acréscimo da fungao f(x) no ponto zy correspondente ao acréscimo Az do seu

argumento x. A expressao

f(zo + Az) — f(x0)

I
Arso Ax

chamaremos, caso exista, derivada da funcdo f(z) no ponto zy. A denotacdo usada ¢ f'(zy)

i)

dx

T=x0
Sejam a € R f(x) e g(x) duas fungoes que tém derivadas. Entao:

2) laf(2)]' = af'(z);
3) [f(x) £g9(2)]" = f'(z) £ g'(x);
4) [f(@)g()] = f'(x)g(x) + f()d (x);

Fa)] | F@)gle) - F)g (@)
) [g(@] - 7(2) ’

g(r) #0.

18
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Seja x variavel independente. Entao:
1) (2™) = na"t;

2) (sinz)" = cosx;

3) (cosz) = —sinz;
r_ Z _ )
4) (tgx) =5 (x;é 2+n7r,n 0,£1,...);
1
5) (ctga) = ————, (x #nm,n=0,%£1,...);
sin®
6) (arcsinz) = 1 (—l<z<1);
/1_x27 )

7) (arccosz) = —

8) (arctge) = ——;
) (aretga) = 7

1

9 tgr) = ——
) (arcctg ) et

10) (a®") =a"lna, (a>0,a #1).
A expressao

lim f(zo + Ax) — f(x0)
Az—0~ Az

chama-se derivada de f(z) & esquerda do ponto z,. Denota-se f’ (zg). A expressao

lim f(xo + Ax) — f(20)
Az—0t Az

chama-se derivada de f(x) a direita do ponto zy. Denota-se f’ (o).

Para que a fungao f(x) tenha derivada no ponto xy é necessario e suficiente que f’ (xg) =
fi(xo). A afirmacao “a funcao tem derivadatt entendemos a existéncia de derivada finita.

A expressao para o calculo da derivada pode se apresentar de outra maneira equivalente.

Se fizermos z¢ + Ax = x temos:
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Teorema 5. Se a fun¢io u(z) tem derivada no ponto xo e a fungio ¢(u) tem derivada no
ponto u(xy), entao a fungdo composta f(x) = ¢lu(x)] tem derivada no ponto xy e essa derivada
é

f(w0) = &' [u(wo)]u' (20).

Teorema 6. Sejam x = ¢(t) e y = ¥(t) duas fungoes definidas num certo intervalo. Se, em
todos os pontos desse intervalo, as fungoes © = ¢(t) e y = (t) tém derivadas ¢'(t) # 0 e
Y'(t), entao tem lugar a igualdade

/
U
ym_l';’

dy ,_@ ,  dx

ondeygzﬁ, yt_dt’xt_a'

Diremos que a funcao f(z) é diferenciavel no ponto zy se o seu acréscimo A f neste ponto,

correspondente ao acréscimo Az do argumento x, admite a representacao
Af = AAx + a(Az)Ax,

onde A é um certo valor, nao dependente de Ax, o é uma funcao dependente de Az, infini-

tamente pequena e continua no ponto Az = 0.

Teorema 7. Para que a funcao f(x) seja diferencidvel no ponto xy € necessdrio e suficiente

que ezista a derivada f'(xq).

Neste caso o acréscimo é:

Af = f'(zo)Az + aArw.

A fungao linear homogénea de argumento Az definida por df = f'(zg)Ax (f'(x¢) # 0)
chamaremos diferencial da fun¢ao f(x) no ponto z,. Para valores de Az muito pequenos

temos que Af = df, isto é,
f(zo + Az) — f(z0) = ['(w0)Az.

Seja y = y(x) uma fungdo diferenciavel que satisfaz a equacao F(z,y) = 0. Entao, a
derivada y'(x) desta funcdo dada na forma implicita podemos achar a partir da equagao

d[F(z,y)]

=0
dz ’

onde F(z,y) é considerada uma fun¢ao composta de z.
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2.2 Exercicios resolvidos

1) Ache o acréscimo Az do argumento z e o respectivo acréscimo Ay da fungao f(z) = logz,

se x varia de 1 até 1000.

Resolugao. Temos 2o = 1, xog+Ax = 1000, portanto Ax = 1000—1 = 999. O acréscimo
Af é f(1000) — f(1) =log1000 —logl =3. O

2) A variavel x faz-se um acréscimo Az. Ache o acréscimo Ay se y = azx +b.

Resolugao. Por definigao Ay = y(z + Ax) — y(z). Assim,
Ay = [a(x + Az) + b] — (ax + b) = aAz. O
3) Demonstre que A[f(z) + g(z)] = Af(z) + Ag(x).
Resolugao. Seja F(z) = f(x) + g(x). Vamos achar o acréscimo de F'(x). Temos:
AF(z) = F(x + Azx) — F(z) = [f(z + Az) + g(z + Az)] — [f(z) + g(x)] =
= [f(x + Az) = f(2)] + [g(z + Az) — g(z)] = Af(z) + Ag(x). O
4) Usando a definigdo de derivada, ache as derivadas das seguintes fungoes:

(a) f(z) =%

Resolucao. Por defini¢ao

fla+A0) = f(z)

’ . .
fi(w) = lim N

Temos:

flx+ Az) — f(r) = (z + Az)? — 2° = 22Ax + A’r.
Assim,

20Ax + Ax
! _ . — . —
fi(z) = A13161(20 S P Al;rgg(?x + Az) =2z. O

(b) f(z) = V;

Resolugao. Temos:

fo+ Az) — f(z) = Vo F BT — V5 = —22

V4 Az +

Assim,

Az 1

f@) = e T e e
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Ache a derivada da fungao f(z) =2+ x — 2.

Resolucgao. Aplicamos a regra de derivacao para a soma de fungoes. Assim,
flir)=Q2+2—2*) =242 —(2*) =0+1-20=1—-22. O

Calcule f'(2) se f(x) = x?sin(x — 2).

Resolugao. Vamos primeiro achar f’(z) e, para tal, faremos uso da regra de derivagao

para um produto. Assim,
f'(z) = [2®sin(z — 2)] = (2*) sin(z — 2) + 2*[sin(z — 2)]' = 22 sin(z — 2) + 2° cos(z — 2).
Particularizando x = 2 temos f/(2) =4. O

ar® +0b

Resolugao. A expressao va? + b? € constante e, por isso mesmo, podemos tira-la debaixo

Ache a derivada da fungao f(z) =

do sinal da derivada. Assim,

6ax®

o= (V) - v

Ache a derivada da funcio f(z) = (sinz)vz?2.

az® +b) =

Resolugao. Aplicamos a regra de derivagao para o caso quando temos o produto de duas
funcdes g(z) = sinx e h(z) = Va2 = 22/3. Assim,

f'(x) = [g(@)h(x)] = g'(x)h(x) + g(x)h'(z).

2 i3

Achamos, primeiro, ¢'(x) = (sinz)’ = cosz e h'(z) = (2?/3) = gx_ . Em conclusao,

2sinx

f(z) = (cosa:)\zs/ﬁ—l— 30

g

a—+ bx

c+dx
Resolugao. Aplicamos a regra de derivacao para o caso quando temos o quociente de

Ache a derivada da funcao

fungoes. E claro que neste exercicio devemos fazer a restricao ¢ + dx # 0. Deste modo,

,oo fa+bx\  (a+bx)(c+dx) — (a+bz)(c+dz)
) = (c—l—d:c) N (¢ + dx)? N

bc+dr)—dla+br)  bec—da

(c+dx)?  (c+dr)?
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10)

11)

12)

13)

14)

Ache a derivada da fungao y(t) = 2tsint — (¢* — 2) cost.

Resolugao. Aplicamos, inicialmente, a regra de derivacao duma diferenca e, de seguida,

a regra de derivacao dum produto. Temos:

Y (t) = [2tsint — (t* — 2) cost]’ = (2tsint)’ — [(t* — 2) cost] =

2(t'sint + t(sint)'] — [(t* — 2) cost + (t* — 2)(cost)'] =
= 2(sint + tcost) — [2tcost + (2 — t*) sint] = t*sint. O

Ache a derivada da fungao f(z) = %.

Resolugao. Aplicamos a regra de derivagao para o caso do quociente de fungoes:

(ex)/ _(e)a? —e"(x?)  eta® —2xe”  e"(x—2)

2 x4 xd 3

Ache a derivada da fungao f(z) = (1 + 3z — 5x?)%*.
Resolugao. Temos uma fungiao composta do tipo f(u) = u*°, onde u(x) = 1+ 3z — 52,
Aplicando a regra de derivacao para uma funcao composta temos:

f'(z) = 30u*/ () = 30(1 + 3z — 52%)* (1 + 3x — 52°)" = 30(1 + 3z — 52*)*(3 — 102). O

Ache a derivada da fungao f(y) = (2a + 3by)?.

Resolugao. A varidvel independente é y. Denotemos 2a+ 3by = u(y). Entao, f(y) = u?
e f'(y) = 2uu' = 2(2a + 3by)(2a + 3by)’ = 12ab + 18v%y. O

Ache a derivada da fungao f(x) = |z|.

Resolugao. Por definicao temos:

T se x>0
2| =
—x se z<0.

Assim,

—1 se x <0.

, 1 se x>0
|z|" =

Vejamos a derivada de |z| no ponto xzy = 0. Para tal calculamos as derivadas laterais

neste ponto:
im L =SO) T £.(0),

z—0* €T z—0
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A R L) S 17(0).

r—0~ X x—0
Em conclusdo: a funcdo f(z) = |z| nao tem derivada no ponto = = 0, porque f’(0) #

f2(0). O

15) Ache a derivada da fungao

f(x):{ljxx se <0

se x>0

no ponto r = 0.

Resolugao. Vamos calcular as derivadas laterais no ponto x = 0. Temos:

flx) = f(O) . e"—1

: _ 1 — g
Jim, ” = lim ——— = —1 = f.(0),
- 1—a)—1
lim @) = J(0) = lim (1-2) =—1=f"(0)
z—0— x z—0 T
Portanto, f'(0)=—1. O
16) Ache f'(0) e f'(0) para a funcdo f(x) = Vsinz?2.
Resolugao. No ponto zy = 0 temos:
: I~ . |Ax]
! _ - 2 — L
fi(0) = A};li%i N sin(Az)? = A}:li%i Ay = +1. O

17) Ache f%(0) e f.(0), onde f(x)=

Ll/xsex#(]ef(O):O.

1+e
Resolugao. Calculamos directamente segundo a definicao:
L fl)—fO0) 1w
! — — — . g
f+(0) N xligl‘*' T 111%1‘*‘ z 1+ 61/‘%
. 1 1
= lim = =0,
20t 1+ el/* 1400
fl@)=f0O) 1 =
! =1 — L - =] —. =
F(0) zi%lf x mi%lf x 1+el/e
= lim L _ 1. O

om0~ 1+el/r 140
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1
18) Ache f'(0) e f1(0), onde f(z) =az*sin— se xz #0, f(0) =
x
Resolugao. Como no exercicio anterior, calculamos as derivadas laterais directamente

segundo a definigao:
— f(0 2sin(1
z—0F X z—0F X z—0F X

pois o produto de um infinitésimo com uma func¢ao limitada é um infinitésimo. [

19) Dada a fungao f(z) =e™*, ache f(0) + zf’(0).

Resolugao. Comegamos por calcular directamente f(0) = ¢ ® = 1. Agora vamos achar
f'(0):
fllz)=(e") =-"= f(0)=—"= -1

Assim, f(0)+xf'(0)=14+2(-1)=1—2. O

20) Mostre que a fungao y(z) = ze™* satisfaz a equagao zy/(x) = (1 — x)y(z).

T —x

Resolugao. Vamos achar y/(z) = (ze ™) = e * —xze ®. Colocando e™* — xze™® no lugar

de y/(x) que se encontra na parte esquerda da equagao, temos:

(e —ze ) =xe " — 2% =xe (1 —x) =y(z)(1 —2). O

21) Dada a funcao y(z) = (z + 1)(2x + 1)(3z + 1), ache y/'(z).

Resolugao. Neste exercicio podemos aplicar directamente a regra de derivagao para um
produto. Contudo, existe uma outra maneira mais eficaz que permite achar a derivada.

Vamos comegar por logaritmizar a fun¢ao dada:
yx)=(r+1)2z+1)Bz+1) = Iny(x) =In(z+ 1) + n(2z + 1) + In(3z + 1).
Agora derivamos a esquerda e a direita:

Iny(x)] =[In(z+1) +In(2z + 1) + In(3z + 1)] <=

<:>y’(x): 1 2 N 3
() x+1 2:Jc+1 3z +1
1 3
oy +2w+1+3x+1>(x+1)(2w—|—1)(3x+1):

e +1)Bz+1)+2(x+1)Bx+1)+3x+1)2x+1). O
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23)

24)

25)
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(v +2)?
(z+1)3(x +3)*’

Resolugao. Neste exercicio vamos ver a vantagem do método usado anteriormente.

Dada a fungao y(z) = ache y/(z).

Comegamos por logaritmizar a fungao dada:

(z +2)?
(x +1)3(x 4+ 3)4

y(z) =

= Iny(z) =2In(r +2) —3In(x + 1) —41n(xz + 3).

Derivando esta tultima igualdade temos:

Yy 2 3 4 -
y(z) x+2 z+1 z+3
2(x +2) 3(x +2)? 4(x +2)?

=y (x) =

(x+1B3x+3)* (z+D4z+3)* (z+1)3(x+3)5

xz

Ache a derivada da fungao y(z) = z*.

Resolugao. Logaritmizando temos: Iny(x) = xlnz. Derivando ambos os lados

1
=lnz+z—=lnz+1

obtemos ¢'(z) = (1 +Inx)z*. O

sinz

y(z) = (cosx)
Resolugao. Logaritmizando a fun¢do dada temos: Iny(x) = sinxzlncosz. Daqui,

derivando a esquerda e a direita, obtemos

, e
y() =coszlncosz + sinxﬂ =
y(x) coS T
sin? , cos? zIncos x — sin? x sin o
= cosxIncosz — = y'(z) = (cosz)*™*. O
COs T COs T

d
Dada a funciao y = 3z + 22, ache d_x
Y

Resolugao. Vamos derivar a esquerda e a direita em relagao a variavel y:
dy  d(3z + x?) dx dx dx dx 1

= —1=3—+4+2r—=03+21)— = — = . O
dy dy dy_l_xdy (+x)dy dy 342z
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1 d
26) Dada a fungao y = x — = sinx, ache o
2 dy

Resolugao. Analogamente ao exercicio anterior, vamos derivar a esquerda e a direita em
relacao a variavel y:

dy d(x —0.5sinx) dx

_— = —

1=— —O.5cosxd—$ =

dy dy dy dy

dx dx 1
=(1-0. — _—=—
( 05C08x)dy:dy 1—0.5cosz

27) Ache a derivada y' = Z—y da funcao dada na forma paramétrica:
x
z(t)=2t—1, y(t) =¢t.

Resolugao. Aplicando a defini¢ao temos:

by _ v
dr  xj
Vamos calcular, separadamente, y, e x}:
dy dx
— =3, — =2
dt Todt
dy  3t?
Em conclusio: -2 = .
dx 2

28) Demonstre que a func¢do y, dada na forma paramétrica
w(t) =2t + 3%, y(t) = 1* + 2t%,

satisfaz a equagao y = (v,)? + 2(v,)>.
Resolucgao. Calculamos

;Y 2462 t+3t7  t(143t)

_ Y _ _ _ — 1.
YT T o6t 143t 143t

Assim,

y(t) = +26° = (y,)* + 2(y,)>. O
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29) Ache a derivada y/(z) da fungao dada na forma implicita 2z — 5y + 10 = 0.

Resolugao. Derivando em relagao a x temos:

d(2z — by + 10) dx dy d10
=0 2— — b= 4+ — =
dx — dx dx + dx

2
:2—5y’:O=>y'(a:):5. O
30) Ache a derivada y'(z) da fungao dada na forma implicita 23 + ¢ = a3.

Resolugao. Derivando em relagao a x temos:

d(z3 + y?) de3  dy?
T ar VT T
22
=322+ 3% =0=¢/(z) = ——. O
)

31) Ache o diferencial da fun¢do f(z) =sinz — xcosz.

Resolugao. Por definigao df (z) = f/(x)dx. Calculamos a derivada de f(x) :
f'(x) = (sinz — zcosz) = (sinz) — (rcosx) =

=cosx — 2’ cosw — z(cosz) = cosx — cosx + xsinx = rsinz.
Assim, d(sinx — xcosx) = xsinzdr. O
32) Ache o diferencial da fungao f(z) = In(1 — z?).
Resolugao. Calculando directamente temos:

d[ln(1 — 2%)] = [In(1 — 2?)]'dz — (L= 2

1— 22 1 — a2

de. O

33) Calcule aproximadamente log 11.

Resolugao. Seja f(x) =logx, ro = 10, Az = 1. Entao,

log(zo + Az) = i 10Ax + log xy.
Colocando os valores de xg e Ax obtemos
1
log11 =~ logl0 =1 . O
R T ST R T S T)
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34) Calcule aproximadamente /100, 01.
Resolugao. Seja f(z) = v/x, o = 100, Az = 0.01. Entéo,

1
Vg + Ar = 2\/:10_0A$ + /Zo.

Colocando os valores de xg e Ax obtemos

v100.01 =

1
24100 20 2000
2.3 Perguntas de controle

1) Explique o que entende por acréscimo duma fungao.

2) Defina derivada duma funcao.

3) O que entende por diferencial duma fungao?

4) Formule o teorema sobre a derivada da fungao composta.

5) Defina derivada lateral & esquerda e a direita.

2.4 Exercicios propostos

0.01 1
-0.01 +v100 = —— + 10 = — + 10.

29

1) Ache o acréscimo de = e o respectivo acréscimo da funcdo y = e* se z varia de 1 até

1.005.

2) Ache o acréscimo Az do argumento z e o respectivo acréscimo Ay da fungao y(z) =

se x varia de 0.01 até 0.001.
3) A variavel x tem um acréscimo Ax. Ache o acréscimo Ay se:
(a) y=o;
(b) y = ax® + bz + c;
(c) y=a".
4) Demonstre que:
(a) Alaf(x)] = aAf(z);
(b) Alf(z) - g(x)] = g(z + Az)Af(x) + f(z)Ag(z).

12
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5) Aplicando a defini¢ao de derivada, ache as derivadas das seguintes fungoes:

(a) f(z) = o

(b) flx) =2’

(©) fla)=—;

(d) f(z) = Vz;

(e) f(z)=tgw;
(f) f(z) = arcsinz.

1+
9) Ache lim ) = /) se a funcao f(x) é diferenciavel no ponto a.
r—a T —a

10) Demonstre que se a fungao f(x) ¢é diferenciavel e n € N entao
. 1 /
lim n- |f x+ﬁ — flx)| = f(x).

11) Utilizando a tabela de derivagao, ache as derivadas das seguintes fungoes:

(a) flz)= 2: \/52— o

(b) f2) =5+ 5 —2z;

(¢) f(z)=a®+ baPz? — 2

(d) fz) = (= - 6;)(96 —b);

(©) fla) =2

() f(2) = (@ + (= +2)%(x+3)%

(g) f(z) = (zsina+ cosa)(xcosa —sina);
(h) f(z) = (14 na™)(1+ ma");

(1) fl2) =1 —2)(1 —2?)*(1 - 2%)%;

() f@) =5+ 5+
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12) Ache as derivadas das fungoes:

(0) f(0) = 1y
(0) Ja) = T

(©) F0) = o

(f) flz)=(1+2)vV2+a2V3+a?
(g) f(z)= "%/(1—a)"(1+z)";
() f@) = s

) () = 1

VI T R+ Vit )
() flz) = av1+a?;

(k) f(z) =1z +Vx+ 1

(1) f(x) =cos2x —2sinx;
(m) f(z) = (2 —2?)cosx + 2z sinz;
(n) f(x) = sin(cos?) cos(sin® z);
(o) f(z) =sin" x cos nz;

(p) f(x) = sin[sin(sinz)];

(@) fl2) ===

() f(x) = 5o

1
©) 1) = o

sinx — xcosx

(t) flz) =

(w) f(x) Ztgg —ctgg;

2

(v) flz)=e

cosx + xsinz’
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(w) f(z) =43/ ctg?x + /ctg’a;
x) f(z) = e®(2® — 2z + 2);

9) ) [(1—90)2. (1+x)

(x) f
(y) flx)= g sing - ——cosz e .
13) Ache as derivadas das fungoes:

(a) fla)=e* (1+ctg?):

2

(b) f(x) = In(3 sin gz +cosz
(c) fla)=e" +e  +e
w 0= G (2)'C)
(e) f(z) =In[ln(Inz)];
(f) f(z) = In[ln*(In® z)]

1, 22-1
(6) fr) =y
) o) = L VI V2,

T26 VB2
(i) f(z) =In(x + va?+1);

(G) f(z) =zIn(z + VI+ %) — V1 + 22,
(&) f(@) = wlo(o + VT F2%) — 2VTF @ In(o + VI T 2?) + 20

1 Vatavh ‘

(1) f(x>_2\/%1n\/a—xﬁ’ (a>0, b>0);
(m) f(z) = ntg 3

X m
() f(r) =Intg (5 +7):
(o) f(x)= %ctg% + Insinx;

1 —sinx
(p) f(x)ZIHVI—i—sinx;

b+a z+Vb? —a?sinzx

(@) fla) = In 2 EEEEVE IR (0 < ol < Jb);
() f(2) = s —

4ot 16:64;
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6 f) =t |5 (el

(t) f(z) = z[sin(Inz) — cos(Inz)].

14) Ache as derivadas das fungoes:

(a) f(x) = arcsin g;

l—x

\/§ )

(¢) f(x) =2+ 1 —a?arccosz;
2

(d) f(x) = arctg —;

(b) f(x) = arccos

(e) f(x) = arccos i;
(f) f(z) = arcsin(sinz);
(g) f(z) = arccos(cos®z);
(h) f(z) = arcsin(sina — cos z);
(i) f(x) = arccos 1 — z7;
: 1+z
(j) f(x) = arctg — x;

Y

Sinx — cosx

@f@IM@(

sinzx + COS:L‘>

rT+a
(n) f(l') ln\/x2:+b2+6arctgb,
1, (z+1)? 1 2z — 1
= In——~ 1+  —— _agrctg ——-
(O) f(l') 6nx2—x+1+\/§arcg \/g )
(p) f(z) = z(arcsinz)? + 2v/1 — a2 arcsinz — 2.

15) Ache as derivadas das fungoes:

1
(a) f(r) = arctgy/a? 1 — ———:
l’_
arcsimz 1. 1-—=x
b = = :
I = s
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(c) flx) = 1522

(d) f(x) = arctg(tg’z);

(e) f(x)=+v1—22In L

1+z

— arcctg 8 ;

16) Ache as derivadas das seguintes fungoes:

(a) f(x) = zarctgx — %ln(l + 2%) — %(arctg r)?;
(b) f(z) = In(e” + V1 +e*);

(©) f(z) = arctg(e + VIT2):

(d) f(x) = arcsin <—jné(?:;lljsx) ;

(e) f(x) = arccos(sin z? — cos 2?);

(f) f(z) = arcsin(sin 2?) 4 arccos(cos ?);

(g) fl@)=z+2°+2", (z>0);

(h) f(x) = (sinz)®s? 4 (cos x)*m*.

17) Ache a derivada logaritmica para as fungoes seguintes:

@ @) =20

(b) f(x) = (x —a))™(z —a)*® - (x — a,)*;
(c¢) f(x)=(x+ V14 22"

x? 3—=x

@ 1) =1 G

18) Pois sejam ¢(z) e 1(x) duas fungoes diferenciaveis. Ache a derivada de f(z), se:

() f(z) = /&) + 020
— arctg 22,
(b) () = aret 55
(©) f(@) = /3@, (6() £ 0,6(a) > 0);

(d) f(z) =logy) ¥(x), (¥(x) >0,¢(x) > 0).

19) Ache ¢/(x), se:
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(a) y = f(z?);

(b) y = f(sin®x) + f(cos® z);

(c) y=fle)el);

(d) y= f{f[f(x)]}, onde f(u) é uma fungao diferenciavel.

20) Qual devera ser a condi¢ao para que a fungao

1
™ sin — se x#0
f(z) = v 7

0 se =20

(a) seja continua no ponto x =07
(b) seja diferenciavel no ponto x =07
(c) tenha derivada continua no ponto x = 07

21) Mostre que a fungao f(x) = |z — a|¢(x), onde ¢(x) é uma funcdo continua e ¢(a) # 0,

nao tem derivada no ponto x = a. Calcule f’ (a) e f’ (a).

22) Investigue, quanto a sua diferenciabilidade, as fung¢oes seguintes:

(a) f(x)=l(z— Dz - 2)*(x = 3)°;
(b) f(x) = [cosz[;

(c)
(z —1)(z + 1)

se Jz| <1
f(z) =
lz| — 1 se |z| > 1.
23) Seja
x? se x <1
-]
ar+b se T > xp.

Como devemos escolher os coeficientes “a” e “b”, de modo a que f(z) seja continua e

diferenciavel no ponto x = zy?

24) No segmento a < x < b, construa os conjugados das duas semirectas:

y=k(r—a) (—oo<z<a)ey=ky(r—0) (b<z<+00).
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2

25) Parte da curva y = 7|n_| (|z| > ¢) complete com uma parabola y = a + bz* (|z] < c¢) (a e
T

b sao parametros desconhecidos) de tal modo que se obtenha uma curva suave.

26) Demonstre que a derivada de uma fungdo par é uma func¢do impar e a derivada de uma

funcao impar é uma funcao par. Dé a interpretacao geométrica deste facto.

27) Demonstre que a derivada duma funcao periddica diferenciavel ¢ uma fungao periddica
com o mesmo periodo.

28) Ache as derivadas y., das fungoes dadas na forma paramétrica:

) o= VIoVE, y=VI= T,

b) z =sin’t, y = cos’t;

)

)

) x =acost, y=bsint;

d) z=acos®t, y=asin’t;
)

(e) x =a(t—sint), y=a(l —cost).

b) % = 2px;
22 P
¥+b_2_1’

30) Para a fungao f(z) = z® — 2z + 1 defina:

(a) Af(1);
(b) df(1) e compare-os se Az =1, Az =0.1 e Az =0.01.
31) Ache:

(a) d(ze®);
(b) d (arccos%).

32) Sejam u, v e w fungdes diferenciaveis de x. Ache dy se:
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(a)
(b)

Y = uw;
1

Y= —F7—77F—,

vu? +v?

U
= to —.
(¢) y = arc gv

d(z? — 2% — 2?)
d(z3) ’

34) Seja um sector circular de raio R = 100cm e angulo central o = 60 graus. Em quanto

33) Ache

variard a area deste sector se aumentarmos o raio R em lcm?
35) Substituindo o acréscimo da fungao pelo seu diferencial ache aproximadamente +/1.02.

36) Demonstre a férmula aproximada va? + x = a + 22 (a > 0), onde |z| < a.
a



Moébdulo 3

Interpretacao geométrica e mecanica da

derivada

3.1 Resumo teodrico

Teorema 8. Se a fun¢do f(x) tem deriwada no ponto xy igual a f'(xo), entdo o grdfico desta
fungao tem no ponto M|xo; f(zo)] uma tangente, sendo o seu coeficiente angular igual a f'(xq).
Isto €, a equagao da tangente ao grifico de f(x) no ponto M € y(x) = f'(xo)(x —x0)+ f(20). A
equacao da normal, isto é, a recta que passa pelo ponto tangencial M [xq; f(xo)] e perpendicular

a tangente € y(x) = —ﬁ(w — x0) + f(xo).

Sejam z(t), y(t) as coordenadas dum ponto NN, no plano, no momento ¢ e sejam i e j dois

—
vectores unitarios perpendiculares. O vector r = ON podemos escrever
r(t) = z(t)i+y(t)j

e a sua derivada
r'(t) = 2'(t)i+ y' (1))
Esta derivada r'(t) expressa o vector velocidade instantanea do ponto N no momento ¢ e

esta orientado segundo a tangente a trajectoria.

3.2 Exercicios resolvidos

1) Pelos pontos A(2;4) e B(2 + Az;4 + Ay) da curva y = x* passa a secante AB. Ache

o valor do coeficiente angular desta secante se Az = 1. Qual é o valor do coeficiente

38
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3)

4)

angular da tangente & esta curva no ponto A?

Resolugao. O ponto A tem as coordenadas x4 = 2, ya = 4 e o ponto B tem as

coordenadas rp =2+ Ax, yg = 4+ Ay. O coeficiente angular da secante AB é:
_ys—ya 4+Ay—4 Ay

k = = :
! rp—Ty 2+Ar—2 Az
)
Sex=2¢e¢ Az =1, entdao Ay = (2+ 1) — 22 = 5, portanto, k; = 1= 5.
O coeficiente angular da tangente a curva y = x?, no ponto A(2;4), é igual a y/(2).

Calculando a derivada de y = 22, quando z = 2, temos ky = 9/(2) =4. O
A lei de movimento dum ponto no eixo OX dé-se pela formula
x(t) = 10t + 5t2,

onde ¢ é o tempo (em segundos) e z é a distancia (em metros). Ache a velocidade média
do movimento, no intervalo de tempo 20 < t < 20 4+ At, e calcule essa velocidade se
At =1, tg = 20.

Resolucgao. A velocidade média é igual ao quociente do espaco percorrido sobre o tempo

que o ponto levou a percorrer esse espago. Assim,

to + At) — z(t 10(tg + At to + At)? — 10ty — 5t2
:I(o'f‘ A))f ZL‘(O): 0(0+ )+5(0A"‘; ) O0 50:10+1Ot0—|—5At.

A velocidade média, no intervalo de tempo 20 <t <20+ At, At =1 é:

Um (tO)

10+10-20+5-1=215m/s. O

Que angulo forma com o eixo das abscissas a tangente a curva y(z) = = — 22 no ponto
com abscissa x =17

Resolugao. O coeficiente angular da tangente ao gréfico da funcao y(z) = x — 2%, no

ponto com abscissa x = 1, é igual & ¢/(1). Assim,
3
ke =tga = 1—2$|z:1=—1:a:£. O

Ache o angulo formado entre os graficos das fungoes y = sinx, y = sin 2z, na origem das

coordenadas.

Resolugao. Por angulo formado entre as curvas y = sinz e y = sin2z, no ponto de

(0;0), entende-se como sendo o dngulo w formado pelas tangentes a estas curvas, no ponto
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(0;0). Seja oy o angulo formado entre a tangente & curva y = sinx e o eixo das abscissas,
no ponto (0;0). A tangente deste angulo é igual & derivada de y = sinz, quando x =0,
isto é, ¥'(0) = cos0 = 1 = tgay; de modo anélogo, seja ay o angulo formado entre a
tangente a curva y = sin2x e o eixo das abscissas, no ponto (0;0). A tangente deste
angulo ¢ igual a derivada de y = sin 2z, quando = = 0, isto é, ¢/ (0) = 2cos0 =2 = tgas.
Assim,
W=y —a; = tgw =tg(ar —ay) =
_ tgag—tgan  2—-1 1

1
— = = — —> = te—. O
1t tgagtga, 1+2 3~ ©°7 %983

Ache o angulo formado entre a curva y = tgx e o eixo das abscissas, no ponto (0;0).

Resolugao. O angulo formado entre a curva y = tgx e o eixo das abscissas, no ponto
(0;0) é o angulo formado entre a tangente a curva y = tgz, no referido ponto, e o eixo

das abscissas. O coeficiente angular dessa tangente é:

1
k: =tgea = ! O = =
onde por « denotamos esse angulo. Portanto, a = arctg1l = % 0

x/2

Ache o angulo formado pela curva y = €*/< e a recta r = 2.

Resolugao. A recta x = 2 é perpendicular ao eixo das abscissas, portanto, forma com

/2 no ponto (2;e),

este eixo um angulo recto, isto é, a = Z. A tangente a curva y = e
tem coeficiente angular k = y/(2), isto é, k = 0.5e. Se denotarmos por ( o angulo
formado entre a tangente & curva y = €*/2, no ponto (2;¢€), e o eixo das abscissas, temos
B = arctg(e/2). Assim, o angulo w formado entre a curva y = ¢”/? e a recta x = 2 &:

w= g —arctg (e/2). O

Ache os pontos onde as tangentes a curva y = 3z* + 423 — 1222 + 20 sao paralelas ao eixo

das abscissas.

Resolugao. Para que a tangente a uma curva y = f(x) seja paralela ao eixo das abscissas

¢ necessario que f'(z) = 0. Assim,
Y (z) = 122° + 122* — 242 = 0.
Resolvendo esta equagao do terceiro grau obtemos os seguintes pontos:

(0;20), (-2;—12), (1;—3). O
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8)

10)

11)

Em que ponto a tangente a parabola y = 2% — 7x + 3 é paralela a recta 5z +y — 3 =07

Resolugao. Comegamos por escrever a equagao da recta 5x + y — 3 = 0 na sua forma

canoénica, isto é, y = kx + b:
+y—3=0<y=—-5z+3.

Para que a tangente a parabola y = x? — Tz + 3 seja paralela & recta y = —bx + 3 &
necessario que tenha o mesmo coeficiente angular, isto é, k = —5. O coeficiente angular
da tangente a parabola y = x? — 7z + 3 (supondo que o ponto de contacto ¢ (zg;yo)) ¢

igual & y/(xg) = 2x9 — 7. Assim, 2xy — 7 = —5, portanto,

ro=Lly=yl)=1-74+3=-3. O

Escreva a equacao da parabola y = 22 + bx + ¢, que é tangente a recta y = x no ponto
(1;:1).

Resolugao. De modo geral a equacao da tangente a parabola y = 2% 4 bz + ¢ no ponto
(I;1) ¢ y = y'(1)(x — 1) + 1. Calculando y'(z) = 2z + b e colocando x = 1 achamos
y'(1) = 2 +b. Portanto a equacgao da tangente a parabola y = 2% + bxr + ¢ no ponto
(I;1) é y=(2+b)x — (1 +b). Mas, por outro lado, temos na condigao do exercicio que
essa tangente é dada pela equagao y = x. Comparando estas duas equagoes vemos que
elas serao iguais se b = —1. Falta agora calcular o valor do coeficiente c¢. Sabemos que
y(1)=1+b+c=1, portanto c=1. O

Determine o coeficiente angular da tangente a curva x3 +y* — 2y — 7 = 0 no ponto (1;2).

Resolugao. A questao resume-se em achar a derivada da funcao implicita 2343 —xy—7 =
0:

y — 3x?

3x3+3y2y’—y—xy’=0:>y’(3y2—x)=y—3x2:>y’=3y2

_I‘.
2-3 1

= - . O
3.22-1 11

Assim, y'(1)

Ache o ponto da curva y? = 223 onde a sua tangente ¢ perpendicular a recta 4x —3y+2 =
0.

Resolugao. Seja w = a1 — ay o angulo formado por duas curvas num ponto com as
coordenadas, por exemplo, (zo;yo). Entao,
tga; —tgas

tgw = tglar — ap) = T+ tgartgay
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. T, T
Para o caso concreto deste exercicio temos w = 5 Ja que tg 5 = 00 vemos, que

1 +tgagtgas =0, isto é, tgay = — .
tg oo

4 2
Vamos reescrever a equacao da recta 4x — 3y +2 = 0 na sua forma canoénica: y = ga: + 3

4
Seja tgay = 3 onde as é o angulo formado entre a recta y = 5:1: + 3 e o eixo das
1 3
= ——, onde «a; é o angulo formado
tg Q9 4
entre a tangente a curva y* = 22 e o eixo das abscissas. Vamos achar a derivada desta

abscissas. Por outro lado temos que tga; = —

funcao:
72
2uy’ = 61° =y = 3—.
Y
Assim,
2
/ Lo 3
Y (20) =30 = tgay = —°,
(o) Yo 4
portanto, z2 = —%. O ponto (xo;yp) determinamos a partir da equagao da recta

Az —3y+2=0

ou da equacao da curva y? = 2x®. Assim,

1 1
Yo = 2x8 = (—4a?)? = 223 = 20 = g =15 O

: : t3 :
Um ponto material move-se segundo a lei s = — + 2t — ¢, onde s exprime-se em metros,

t em segundos. Calcule a velocidade e aceleragao do ponto, um segundo apds o comeco

do movimento.

Resolugao. A velocidade de um movimento rectilineo € igual a derivada da funcao espaco

dS(t
em relagao ao tempo. Assim, v(t) = Ti(f)) =t + 4t — 1. Daqui concluimos que

v(l)=144—-1=4m/s.

A aceleracao de um movimento rectilineo é igual a derivada da funcao velocidade em

relacao ao tempo. Assim,

a(t) = =2t + 4.

Daqui tirdmos que a(1) =2+4=6. O
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13)

14)

3)

Um ponto material movimenta-se pelo eixo das abscissas segundo a lei

1
z(t) = Z(t4 — 413 + 217 — 12t).

Em que momento o ponto estara em repouso?

Resolugao. A velocidade obtemos ao diferenciar a funcao espaco em relagao ao tempo:

da(t
v(t) = ";i) =t —3t* +t - 3.

O corpo quando estiver em repouso terd velocidade nula. Deste modo, resolvendo a
equacao t3 — 3t +t — 3 = 0 obtemos que depois de 3 segundos o corpo esta em repouso.

g

O raio da base de um cilindro aumenta com a velocidade de 3cm/s e a altura diminui

com uma velocidade de 2cm/s. Ache a velocidade de variagao do volume do cilindro.

Resolucgao. A férmula que permite calcular o volume de um cilindro de raio r e altura h
¢V =mr?h. Ja que o raio e a altura variam em relacao ao tempo, entao elas sao funcoes
do tempo, isto é, r = r(t) e h = h(t). Assim, V(t) = 7r*(t)h(t). Derivando esta fungao

volume em relacao a t temos:

av (t) dr(t) o, dh(t)
— =72 — .
o 7 |2r(t) o h(t) 4+ (1) o
Pelas condigoes do exercicio temos dr—(t) = 3cm/s e %Ef) = —2cm/s (aqui o sinal nega-

tivo deve-se ao facto da velocidade de variagao da altura, segundo o exercicio, diminuir).

Colocando estes dados na férmula acima obtida temos que di ) = w[6r(t)h(t) — 2r*(t)].
U

Perguntas de controle

Qual é o significado fisico da derivada da fun¢do y = f(x) no ponto z(?

Que movimento dum ponto material descreve a equacao y = vot + yo, onde t é o tempo,

Uy € Yo Sao constantes?

Qual é o sentido geométrico da derivada da fungao y = f(z) no ponto xy?
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Exercicios propostos

Pelos pontos A(2;4) e B(2 + Aw;4 + Ay) da curva y = z* passa a secante AB. Ache o
seu coeficiente angular. Qual é o valor do coeficiente angular da tangente a curva y = 22

no ponto A?

3

O segmento 1 < x <1+ h do eixo OX, com ajuda da funcao y = x°, aplica-se no eixo

OY . Ache o coeficiente médio de alargamento e calcule-o se h = 0.001. Qual é o valor do

coeficiente de alargamento, segundo esta aplicagdao, no ponto x = 17

A lei de movimento de um ponto pelo eixo OX dé-se pela formula z = 10t +5¢2, onde ¢ é
o tempo em segundos e x ¢é a distancia em metros. Ache a velocidade média no intervalo
20 <t < 20 4 At e calcule-a se At = 0.01. Qual sera a velocidade do ponto, quando
t =207

Escreva as equagoes da tangente e da normal a curva y = (x + 1)v/3 — x nos pontos:

Em que pontos da curva y = 2+ z — 2% a sua tangente é paralela ao eixo das abscissas?

E em que ponto a tangente é paralela a bissectriz do primeiro quadrante?
Qual é o angulo de intersecgao da curva y = Inz com o eixo das abscissas?
Qual ¢é o angulo de interseccao das curvas y = 22 e = y2?

Demonstre que na parabola y? = 2px:

(a) a subtangente é igual ao dobro da abscissa do ponto tangencial;

(b) a subnormal é constante.

Qual devera ser a relacao entre os coeficientes a, b e ¢ de modo que a parabola y =

ax?® + bx + ¢ seja tangencial ao eixo das abscissas?

Mostre que as familias de hipérboles 22 — y?> = a e 2y = b formam uma rede ortogonal,

isto é, as curvas destas familias se intersectam sob o angulo de 90 graus.
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11) Escreva as equagoes da tangente e da normal a curva x = 2t — t?, y = 3t — t3 no ponto
t=0.

12) Escreva as equagdes da tangente e da normal as curvas:

2 2

(a) % + % =1 no ponto M (6;6.4);

(b) zy +Iny =1 no ponto M(1;1).
13) Um corpo, cuja a massa é 25kg, move-se rectilineamente segundo a lei S(¢) = In(1 + ¢?).
1
Ache a energia cinética do corpo (Ec = §m02) dentro de 2 segundos depois do inicio do
movimento.

14) O raio de um circulo varia com a velocidade de 5cm/s. Com que velocidade varia o seu

perimetro?

15) O lado de um quadrado aumenta com a velocidade de 3cm/s. Qual sera a velocidade de

variagao da area do quadrado no momento em que o seu lado for igual a 4cm?
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Derivadas e diferenciais de ordem superior

4.1 Resumo tedrico

Seja f'(x) a derivada da fungdo y = f(x) e suponhamos que esta derivada esté definida
numa certa vizinhanca do ponto xy. A expressio

lim f(xo+ Az) — f'(z0)
Axz—0 A{E

Y

caso exista, chamaremos derivada de segunda ordem da fungdo f(z). A denotacdo usada

d2
6 f"(x0) ou fP(xg) ou cg;;(f ) . A derivada de terceira ordem define-se como derivada
T=x0

da segunda derivada. Se ¢ conhecida a derivada de (n — 1)- ésima ordem e ela tem derivada

no ponto zp, entao tal derivada chama-se derivada de n- ésima ordem da func¢ao f(x) no

d" f(x
ponto zy. A denotagdo usada é: f™(z4) ou % . Uma funcao que possui a n- ésima
xn
r=x

derivada no ponto z, chama-se n vezes diferenciavel.

Sejam u(z) e v(z) duas fungdes n vezes diferenciaveis. Entao, tem lugar a formula de

Leibniz!: .
n .
@)l = 3 (1)) e),
k=0
n!
onde (Z) = m A expressao

d" f(a) = f(x)da"

chamaremos diferencial de n- ésima ordem.

!Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) — matemético alemio

46
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4.2 Exercicios resolvidos

1) Ache y"(z), se:

(a) y(x) = i (Jx| < 1);

Resolugao. Achamos, primeiro, a derivada /(x):

/ _ _ '
y(.f)_ ]__.',UQ (1_$2) /1—,:172
Vamos achar y”(x) e, para tal, comegamos por logaritmizar a igualdade
1

y'(x) = SN

isto é,
3
Iny'(x) = ) In(1 — 2?).
Derivando ambos os lados temos:

y"(x) 3 " 3r 3z
y'(x) 1-—a? y'(@) 1— a2’ (@) (1 —2?)v1—2a?

—1'2 .
(b) ylx) =e™;
Resolugao. Achamos a derivada de segunda ordem por etapas. Primeiro, vamos

procurar a derivada de primeira ordem. Assim,

y'(z) = (6_“2)’ = (—xQ)’e_f”’2 = —27e ™.

Agora, finalmente, calculamos a derivada de segunda ordem:

y'(2) = [y ()] = (—2ze¢ ™) = =2z'e ™ + 2(e )] =2 (222 —1). O

(©) y(z) = f(z);

Resolugao. Vamos considerar y(x) como uma fungdo composta. Assim,

f'() _ @) f@) = @)
() f2(x) '

2) Sejam u = ¢(x) e v =1P(z) fungdes duas vezes diferenciaveis. Ache y"(x), se y = uv°.

y(r) = = y'(z)

Resolugao. Achamos, primeiro, 3/'(x):

y = (u*v*) = 2uu'v® + 3uv'v? = uv(2u'v? + Juvy’).
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Agora vamos diferenciar y'(z), isto é,
() = (u'v + w')(2u'v? + 3uvv’) + ww(2u"v? + 4'v'v + 3u'v'v + 3ur’ + Juw”) =

— 2/ 4+ 2u v + 120/ v + 6udor’? + 3uZv?”. O

3) Seja f(z) uma funcdo trés vezes diferenciavel. Ache y" (), se y(x) = f(e®).

Resolugao. Vamos achar a derivada por etapas:

y//(m) — [f’(em)ex}’ — f//(ex)emc + f/(ex)e:c
y”’ (QZ) _ [f//<€:p>€2x + f/(ex)ex]/ —
_ f”/(em)€3m + 2f//<€3:)62z —|—f"(em)e2m + f/(em)GQz _

"

:f (ex)e?’x+3f”(6z)62$—|—f/(6$)62$. ]

4) Ache y(19(z), se y(z) = 22e3*.

Resolugao. Primeiro, calculamos as derivadas de varia ordem para z? e e3:
(22) =2z, (%) =2, (> )P =0 se k>3,

<e3w)/ — 363:):’ (e3x)// _ 326390, . (€3x)(k) _ 3k€3x.

Vamos aplicar a formula de Leibniz:

y(lo)(x) _ Z (1k0) (x2)(k)(e3x)(10—k) _

() )+ (110)< 2 () + (10)< 2y (e) )+

10Y 5 3 10 10) 3¢
+<3)(x) (e37) -4 10

Ja que, para k > 3, temos (22)*) = 0, entdo

1) = (g )22+ (D) e+ (3 )aren® -

=327 +2-10- 37 - ze® 4 45 - 2 3%¢* = 3%e% (327 4 20z + 30). O
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5) Ache d"y para a funcao y = e”.

Resolugao. Por definicio, d"y = y™dz™. Sabemos que (e*)™ = ¢®, portanto d"(e®) =
etdz™. [

6) Ache d°y para a fungio y = z°.
Resolucao. Por definicao, d°y = y®dy® = 120dy°. O

7) Ache v, para a fungio y = y(x) dada na forma paramétrica:

r =acost, Yy =asint.

Resolugao. Vamos achar a derivada por etapas. Calculamos, primeiro,

Y, acost

/ = —_— = = — t t
Ya x} asint et
entao ( /)/ ( . t)’ )
Yoo = () = 2t = 25500 - O
x, (acost), sin® ¢

8) Seja f(z) uma fungao duas vezes diferenciavel e definida em z < zy. Como deveremos

escolher os coeficientes a, b e ¢ de modo que a funcao

) se = < xp,
F(a:)—{ alx —xo)> +b(x —x0) +¢  se x>z

seja duas vezes diferenciavel?

Resolugao. Temos que investigar se a fungao é duas vezes diferenciavel no ponto = = z,
que suscita davidas. Para que a funcdo F(z) seja duas vezes diferenciavel temos de

verificar se:
(a) F(z) é continua no ponto x, isto &,

Fi(xg) = F_(x¢) = F(20)?

Temos:
Fi(x) = lim F(x) = 373h_}rgl [a(z — 20)* + b(x — 10) + ] = ¢,
F (x9) = lim F(x) = lim f(x)= f(xo),

T—Ty L0

portanto, F(x) é continua se f(xqg) = c;
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(b) F(x) tem derivada de primeira ordem no ponto x, isto &,

F'(z9) = F' () = F'(20)?

Temos:
Flz)— F — 2)? - -
Fl(w) = lim L0 =F@) _ oy a@w=zo) Hble —eg) tezce_,
T—T T — X T—x0 r — 2o
F(x)—F —
T — X T—T0 Tr — X

T—T
portanto, F'(x) tem derivada se f’(zq) = b;
(c) F(z) tem derivada de segunda ordem no ponto xg, isto &,

F (o) = F'(20) = F" (0)?

Temos:
" F' F 2 — b—b
F (zp) = lim +(2) +(20) =1 alz = x) + = 2a,
:p—m?a' T — Zo T—xo r — X9
1" F/ — F/ ! — f! ”
J;—)aca T — Zo T—T0 T — Xo

portanto, F'(x) tem derivada de segunda ordem se 3 f (xg) =a. O

9) Mostre que a fungao
y = C1eMT + Che™”

satisfaz a equacao
y'(x) — (M + A)y' () + AMidey(z) = 0,

onde (' e (5 sao constantes quaisquer, A; e Ay sao constantes.
Resolugao. Precisamos de achar 3’ e y” e, seguidamente, colocar na equagao. Assim,
Y (2) = CLA M + Cyrge™”,
y'(z) = CLAIeMT 4 Cyrze.
Em conclusao temos:
(CIN2eMT 4 CyA2e™7) — (AL + X)(C1A 1M + Cyhge™2®) 4 A\ Ao (Cre™® + Che?2®) = 0,

portanto, y(z) = C1eM® + Cye??® ¢ solugao. [
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10) Os polinémios de Tshebishév?- Laguerre®*definem-se pelas formulas
L(z) = e®(z™e ™)™ (m=0,1,2,...).

Ache explicitamente L,,(z).

Resolucgao. Basta aplicar a férmula de Leibniz e diferenciarmos m-vezes a funcao x™e™":

Calculando, & parte, (z™)* e (e7*)® temos:

"

(z™) = ma™ ! = (™) =m(m - 1)2"? =

Assim,

L (z) = Z(—l)m_k (7:) mm—1)---(m—k+1)z™" O

0

4.3 Perguntas de controle
1) Defina derivada de segunda ordem.

2) Dé um exemplo duma fungao f(x)que tem derivada de primeira ordem f’(zy), mas nao

tem derivada de segunda ordem f) ().

3) Usando o método de indugdo matematica, demonstre a regra para se achar a n- ésima

derivada duma soma de duas fungoes.
4) Demonstre a férmula de Leibniz.

5) Defina diferencial de n- ésima ordem.

*Pafnutif L'vovitch Tshebishév (1821-1894) — matemético russo
3Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) — matematico francés
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4.4 Exercicios propostos
1) Ache y"(z), se:

(a) y(z) = tgz;
(b) y(x) = (1 + 2?)arctgx.

2) Sejam u = ¢(z) e v = YP(x) fungdes duas vezes diferenciaveis. Ache y”(x), se:

4) Ache d?y para y = sinx.
5) Ache d?y, se:

(a) y = V1422

(b) y= ln?x;
(c) y=a".

6) Sejam u e v fungoes duas vezes diferencidveis. Ache d*y, se:

(a) y = uv;

(b) y =umv";
u

(C> Y= ;7

(d) y = arctg —

7) Ache y, para as funcoes dadas na forma paramétrica:

(a) x(t) =2t —t*, y(t) =3t —13;
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(b) z(t) = f'(t), y)=tf'(t)— f(t).
8) Ache y© e ¢y se y = 2(2x — 1)%(z + 3)3.

9) Ache y®, se y = ax™

10) Ache 3 se y = 22>,
1+

1—x

11) Ache y(19)  se ¢y =

T

12) Ache y(19 se y = <
x
13) Ache:

(a) d’y,se y =21
(b) d%, se y = x cos 2x;
(c) d'y,se y=c"lnz.

93

14) Mostre que a fungdo y(z) = ¢ cosx + casinz (1, ¢ € RY) satisfaz a equagao 3’ +y = 0.

15) Mostre que o polinomio de Tshebishév

1
2m—1

Tm(x) =

satisfaz a equacao

(1 — 2T () — 2T, (z) + m*Tp,(z) = 0.

16) Mostre que o polinémio de Legendre?

Py(2) = oo(@® = 1)"] ™

- 2mm!

satisfaz a equacao

(1 —2*) P (x) — 2P, (x) + m(m + 1) P,(z) = 0.

4 Adrien Marie Legendre (1752-1883) — matematico francés

cos(m arccos z),



Moébdulo 5

Teoremas sobre funcoes diferenciaveis

5.1 Resumo teodrico

Seja f:E— R!, ECR! 2y € E. Diremos que a fungao f(z) ¢ crescente (decrescente)
no ponto zy se existe uma vizinhanca de xy onde f(z) > f(xo) (f(z) < f(x0)), se & > xo,

f(@) < fwo) (f(x) > f(x0)), se & < .

Teorema 9. Se a fungio f(x) € diferencidvel no ponto xo e f'(xg) > 0 (f'(zo) < 0), entao

f(z) € crescente (decrescente) no ponto xy.

Diremos que a funcdo f(z) é estritamente crescente (crescente) no intervalo [a,b] C E,

se para quaisquer xy, s € [a,b] tais que z1 < xo, implica que f(x1) < f(z2) (f(x1) < f(xq)).
Diremos que a fungao f(x) é estritamente decrescente (decrescente) no intervalo [a,b] C E
se para quaisquer xq,xs € [a,b] tais que x; < o, implica que f(z1) > f(z2) (f(z1) > f(x2)).

Teorema 10. Suponhamos que f(x) € continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b). Entao, as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1) f(x) € crescente (decrescente) em |a,b];
2) f'(x) 20 (f'(x) <0) em (a,b).

Teorema 11. (de Rolle') Suponhamos que a fungdao f(x) satisfaz as sequintes condigoes:
1) f(z) € continua em [a,b];

2) f(x) € diferencidvel em (a,b);

'"Michel Rolle (1652-1719) — matematico frances

o4
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3) fla) = f(b).

Entao, existe um ¢ € (a,b) tal que f'(¢) =0.

Teorema 12. (de Lagrange?) Suponhamos que a funcio f(x) satisfaz as sequintes condigdes:
1) f(z) € continua em [a,b];
2) f(x) € diferencidvel em (a,b).

Entao, existe um ¢ € (a,b) tal, que f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a).

Teorema 13. (de Cauchy) Suponhamos que as funcgoes f(x) e g(x) satisfazem as sequintes

condicoes:
1) f(z) e g(x) sao continuas em [a,b];
2) f(x) e g(z) sao diferencidveis em (a,b);
3) g'(x) #0 em (a,b).

Entao, existe um ¢ € (a,b) tal, que

Seja f(x) uma funcdo n-vezes diferenciavel no ponto zy. O polinémio
"L ) (z0)
T2 = 30 T 0
k=0

chama-se polinémio de Taylor® para a fungao f(z), com centro no ponto ro. No caso
particular, quando zy = 0, entdo o polinémio chama-se polinémio de Maclaurin®*. Diremos

f ()

que f(x) =o0(g(z)) quando x — xy se lim —= = 0.
(¢) = olg(x)) o se Jim

Teorema 14. Seja f(z) uma fungao definida numa certa vizinhanga do ponto xy e n-vezes

diferencidvel neste ponto. Entao,

f(@) = T wo(2) + ol(x — 20)"]. (5.1)

2Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) — matemaético francés
3Brook Taylor (1685-1731) — matematico inglés
“Colin Maclaurin (1698-1746) — matematico escocés
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Esta formula chama-se férmula de Taylor com resto na forma de Peano®.

Teorema 15. Seja f(x) uma fungio (n + 1) wvezes diferencidvel numa certa vizinhanga do

ponto xqy. Entao,

n ) (g (n+1) 1
oy =S L g EES e, (52
k=0 ' '

onde ( =xg+0(x —x9), 0<0 < 1.

A formula (5.2) chama-se formula de Taylor, para a fungao f(z), com resto na forma de

Lagrange.
Teorema 16. (de L’Hospital’ ) Suponhamos que se cumprem as sequintes condigoes:

1) as fungoes f(x) e g(x) estao definidas e sao diferencidveis numa certa vizinhan¢a do

ponto xy com excep¢ao, talvez, do proprio ponto xg;

2) lim f(x) = lim g(x) =0;

T—T0 T—x0

3) ¢'(z) # 0 na vizinhanca do ponto xy com excepg¢ao, talvez, do proprio ponto xg;

4) eziste :}LH:BIO ZE;)) .

Entao, @) @
- flx) L f=
S gla) ~ #m g(0)

5.2 Exercicios resolvidos

1) Verifique o cumprimento do teorema de Rolle, para a fungao
flz) = (z =1)(z=2)(z—-3).
Resolugao. Vamos verificar o cumprimento das condi¢oes do teorema de Rolle em dois
intervalos, nomeadamente [1,2] e [2,3]:

(a) f(z) é continua em [1,2] e [2,3];
(b) f(z) é diferenciavel em (1,2) e (2,3);

®Giuseppe Peano (1858-1932) — matematico italiano
5Guillaume Francois A. de L’Hospital (1661-1704) — mateméatico francés
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() f(A)=/f(2)=0ce f(2)=f(3)=0.
Entao, existe um (; € (1,2) e (3 € (2,3) tais, que f'((;) =0, ¢ =1,2. Vamos achar (; e
(2. Comegamos por derivar f(x) e igualar a zero:

flir)=(@—-2)(z—-3)+(@—1)(z—-3)+(x—1)(z—2)=32> - 120+ 11 = 0.

Resolvendo esta equacao quadratica obtemos

ClZQ—?, C2:2+§-

O

A funcido f(x) = 1 — v/22 anula-se nos pontos z; = —1 e 75 = 1, mas f/(z) # 0 no
intervalo [—1, 1]. Explique a “contradi¢ao” aparente do teorema de Rolle.
Resolugao. Vamos verificar qual das condi¢oes do teorema de Rolle ndao se cumpre.

Vimos que f(—1) = f(1) =0 e f(z) ¢é continua no segmento [—1,1]. Vamos verificar se

ela é diferenciavel em (—1,1). Calculando a derivada de f(x) temos:

2
4 _- —
No ponto z = 0 € (—1,1) constatamos que f'(0) ndo existe, portanto, f(x) nao é

diferenciavel no intervalo (—1,1) o que, consequentemente, viola uma das condigoes do

teorema de Rolle, explicando deste modo a “contradicao” aparente do teorema. [

Na curva y = 2® ache o ponto onde a tangente ¢ paralela & corda que une os pontos
A(—1;1) e B(2;8).

Resolugao. A corda que une os pontos A e B tem coeficiente angular igual a

y(2) —y(=1)

2— (—1) =3

Ja que a tangente a curva é paralela a corda, entao existe um ¢ € (—1,2) tal que 3/(¢) = 3.
Resolvendo esta equagao obtemos ( = 1. Em conclusao, o ponto onde a tangente a curva

¢ paralela a corda é (1;1). O

Ache o(s) intervalo(s) de monotonia da fungao f(r) = 3z — x>.

Resolugao. Vamos, primeiro, derivar f(z):

f(z) =32z —2* = f'(z) = 3 — 32°.
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Sabemos que se f/'(x) = 3 — 3z% > 0, entao a fungdo f(x) é crescente. Resolvendo a
desigualdade 3 —3z% > 0 temos que x € (—1,1). Portanto, f(z) = 3z —x® é crescente no
intervalo (—1,1). Se f'(x) = 3—32% < 0, entdo f(x) = 3z—2> & decrescente. Resolvendo
a desigualdade 3 —3z* < 0 temos que x € (—oo, —1)U(1,+00). Portanto, f(r) = 3z —a3

¢ decrescente no intervalo (—oo, —1) U (1, +00). O
Demonstre que |cosz — cosy| < |r — y|, quaisquer que sejam z, y € R!.
Resolugao. A fungao f(r) = cosz é continua no intervalo [x,y] C R! e diferenciavel em
(x,y). Entao, pelo teorema de Lagrange, existe um ¢ € (z,y) tal, que

cosy —cosx = —sin( - (x — y).
Assim, |cosy —cosz| = | —sin(- (z —y)| < |z —y|, quaisquer que sejam z, y € R'. [
Ache o(s) ponto(s) ¢, na formula de Lagrange, para a fungao

053 —12% se 0<z<1,
fx) =
— se 1<z <+o00
x
no segmento [0, 2].

Resolugao. Temos f(2) =0.5, f(0) = 1.5. Assim,

f(2) — f(0) ~_05-15 o
=2 = 05 = £1(0).

A derivada de f(z) é:

—xr se 0<x<1,

/I,: 1
f(> 2 se 1 <zx<+o0.

Resolvendo a equagao f'(¢) = —0.5 temos:
(= —05= (=05

—é:—0.5:>C:i\/§.

Portanto ( = 0.5 e ( =+v2. O
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7) Diga se a formula de Cauchy, para as fungoes f(z) = 22 e g(z) = 23, é justa no segmento

10)

[—1,1].

Resolugao. A férmula de Cauchy nao se cumpre, pois ¢'(z) = 3z? anula-se no ponto

r=0¢e(-1,1). O

Usando a regra de L’Hospital calcule

sin ax
tg B

1m
z—0

Resolugao. Facilmente se verifica que temos uma indeterminagao do tipo 0/0.

teorema de L’Hospital

. sinox . acosarcos’fBr o
lim = lim =—. U
PO tghr w0 f 3

Usando a regra de L’Hospital calcule
. tgrx—x
lim ———.
z—0 {E?’

Resolugao. Temos aqui uma indeterminagao do tipo 0/0. Assim,

tgxr — 0
lim -2 — lim — 1) =327 =1
—0 g3 z—0 \ cos? x 0
Voltamos a aplicar a regra de L’Hospital:
. tgr—x . 1—cos’x
lim =lim — =
a—0 3 —0 312 cos?
.9 .
sin” x 2sinxcosxr 1
= lim =lm———=-. U
z—0 312 z—0 o6x 3

Decomponha o polinémio P(x) =1+ 3z + 5z — 223 segundo poténcias de x + 1.

Pelo

Resolugao. Se a decomposigao é feita segundo poténcias de z + 1 = x — (—1) vemos,

que xg = —1. Vamos usar a férmula

3

)
Pz) =" #(:ﬁ R,
2

[e=]

Temos que achar P(k)(—l), k=0,1,2,3 e colocar nesta formula. Assim,

P(-1)=1+3(-1)+5(-1)*=2(-1)*=1-3+5+2=5;
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P'(z) =3+ 10z — 62> = P'(-1) =3+ 10(-1) —=6(-1)*=3 - 10 — 6 = —13;
P"(z) =10 — 122 = P"(=1) = 10 — 12(—1) = 22; P®(z) = —12.
Portanto,

13 22
1+3x+5x2—2x3:5——(x+1)+§

12
r+1)? - (v +1)7° =
1!

3!
=5—-13(z+ 1)+ 11(x +1)* = 2(x+1)*. O

2x—x?

Decomponha a fungao f(x) =e em poténcias de z até z3.

Resolugao. Vamos usar a féormula de Maclaurin para o caso quando n = 3 e o resto na

forma de Peano, isto é,

3. fk)
Fay =3 LWk o)

k!
k=0

Temos:
F0) =1 f(z)=(2-22)e" ™ = f(0) =2

frx) = —2e%77 4+ (2 - 22)2* ™ = f(0) = —2+4 =2
FO(z) = —2(2—22)e?* " —2%(2—22)e* " +(2—21)3* " = fO)(0) = —4—8+8 = —4.

Portanto,

2 2 4 2
6217% :14_?%_1_51»2_5%34-0(&;3) :1—|—2.§L’+$2—§I‘3+0($3) O

Decomponha a funcao f(x) = e* em poténcias de x e apresente o resto na forma de
p

Lagrange.

Resolugao. Vamos usar a formula

fla) = i f("“)(O) k f(nH)(ex) sy

T+
e (n+1)!
Vemos que
() = e = FM(0) =1
Assim,
n Ik e@z )
T = — " 0<fd<1 O
‘ H iyt
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13) Avalie o erro absoluto da férmula

2 n

- x x
R e

Resolugao. Na realidade pede-se para avaliar a diferenca

N x? "

Com base no exercicio anterior temos:

ef® 41 e? e
R, 1(z)]= ——=2"" < < .
Bt ()] m+1D"  “(m+D) " (n+1)
14) Calcule aproximadamente /e.
1
Resolugao. Com base no exercicio anterior, colocando x = 5 © tendo em conta a

desigualdade n! > 2"~ para n > 3, temos:

SYCINS W T <
2 22.2  23.3 2n.nl =
S S 1
_1+§+§+§+“.+W_
11 1 1
=ltotmtat  toma =
51— 5 2
:1+%<1+§z1.66. O

4

15) Decomponha a fungdo f(z) = sinz em poténcias de x e apresente o resto na forma de

Lagrange.

Resolugao. Primeiro achamos sucessivamente f*)(0), k=0,1,2,...:
f(z) =sinx = f(0) = 0;
f'(z) = cosz = sin (q: + g) — f1(0) = 1;
f"(xz) = —sinx = sin (:c +92. g) — f(0) = 0;

f(3)(a;) = —cosx = sin <:U +3. g) — f(3)(0) — 1.
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de modo geral temos:

f(2n—1)(x) — sin [:U +(2n—1)- g} — f(2n71)<0) = sin [(2n -1)- g} = (_1)n71.
Deste modo,
. - ot (6 z*" O
sinx = Z(—l) m + sin(fx + n) 2n)!"

k=1
Perguntas de controle

Defina funcao crescente num ponto.
Formule o teorema sobre a condigao suficiente de crescimento duma func¢ao no ponto.

Se uma funcgao é crescente no ponto xg, ¢ correcto afirmar que ela tem neste ponto derivada

positiva?

Formule o teorema de Lagrange.

Formule o teorema de Cauchy.

Diga o que é polinémio de Taylor com centro no ponto xg.

Formule o teorema sobre a férmula de Taylor, com resto na forma de Peano.

Escreva a formula de Maclaurin para a fungao f(z), com resto na forma de Lagrange.

Formule a regra de L’Hospital.

Exercicios propostos

Ache os intervalos de monotonia das funcgoes:

(a) f(z) = az®+ bx + ¢, onde a > 0;
(b) f(z) =a®+ 32 4 3z.

Usando a féormula de Lagrange mostre a desigualdade
|sina —siny| < |z —yl, Vz, y € R.

Cltata2®

Decomponha f(x) = ] e até x*.
-+
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4) Decomponha f(z) = {/a™+xz (a > 0) até z2.
1
5) Decomponha f(z) =+v1+4+ 22—z (z > 0) até g

6) Seja f(x) uma funcdo duas vezes diferenciavel, f(0) = f(1) =0, |f"(x)] < A qualquer
que seja x € (0,1). Demonstre que |f'(0)] < 3

7) Avalie o erro absoluto das formulas:

v ] z* T 0<z<1:
(a)e ~ +ZL’+§++F, ST S 1

3

1
(b) sinzx =z ——, |z|<<;
6 2
3

(c) tgmﬂ%, 2] < 0.1

2

(d) \/1+xz1+g—%, 0<z<1.

$2

8) Para que valores de = é justa, com exactidao até 0.0001, a formula cosx =1 — 7?

9) Com ajuda da férmula de Taylor calcule aproximadamente:

10) Calcule e com exactidao até 1079.
11) Calcule /5 com exactiddo até 107,

12) Usando a regra de L’Hospital calcule os seguintes limites:

sin ax
li ;
(2) 220 sin b
t _
(b) lim 22—,
2—0 T — sin x
In(cos ax)
lim ————.
(c) ) In(cos bz)




Moébdulo 6

Esquema geral de estudo duma funcao

6.1 Resumo teodrico

Seja f: E— R!, E C R'. Arecta z = c ¢ assimptota vertical do grafico da funcio f(z)
se pelo menos um dos limites lim+ f(z) ou lim f(x) éigual & +00 ou —oo. A recta y =
¢ assimptota horizontal do xg?z;ﬁco da furfc%?) f(z) se lim f(z) = a. Arectay =kzr+b
¢ assimptota obliqua da fungao f(z) se f(x) — (kz + 272 a(z), onde «a(z) — 0, quando
x — +00. Os coeficientes k e b calculam-se do seguinte modo:

lim M, b= lim [f(z)— kz].

r——+oo r——+00

k:

Do mesmo modo se define a assimptota obliqua, quando x — —oo. Diremos que a fungao f(z)

atinge no ponto xy € E 0 seu maximo local (minimo local) se existe uma vizinhanca U (zg)
de zo tal que f(z) < f(xo) (f(z) > f(xo)) qualquer que seja x € U(xg) \ {zo}.

Teorema 17. (de Fermat') Se a fungdo f(x) atinge no ponto xy um mdrimo ou minimo local,

entio f'(xz9) =0 ou f'(xg) nao existe.

Teorema 18. Suponhamos que no ponto xy a funcao f(x) atinge um mdximo (minimo) local

e que nesse ponto f(x) tem derivada de sequnda ordem. Entao f"(x9) <0 (f"(x¢) >0).

Diremos que o grafico da fun¢ao f(z) tem no intervalo (a,b) C E uma concavidade virada
para baixo (cima) se neste intervalo (a,b) este grafico se encontra abaixo (acima) de qualquer
tangente. Se f(x) é duas vezes diferenciavel nesse intervalo (a,b), entdo f”(z) < 0 no caso

da concavidade estar virada para baixo ou f”(z) > 0 no caso da concavidade estar virada

'P. Fermat (1601-1665) — matematico francés

64
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para cima. O ponto onde a concavidade muda de orientacao chama-se ponto de inflexao.

Se (zg, f(x0)) € o ponto de inflexdo do grafico da funcao f(z) e se existe derivada de segunda

ordem, entao f”(zg) = 0.

1)

2

w

W

ot

)
)
)
)
)

6

Esquema geral de estudo de uma funcao y = f(z)

Achar o dominio de definicao e estudar esta funcao nos pontos de descontinuidade e de

fronteira.

Verificar a paridade da funcao.

Verificar periodicidade da funcao.

Achar as assimptotas verticais e obliquas.
Achar os zeros da funcao.

Achar os pontos criticos, isto é, os pontos pertencentes ao dominio da fungao, onde a sua

derivada se anula ou nao existe.
Achar os intervalos de monotonia e extremos locais da funcao.

Achar os pontos de inflexao, isto é, os pontos onde a segunda derivada se anula ou nao

existe.
Achar os intervalos onde o gréafico tem concavidade virada para cima e para baixo.

Construir o gréafico da fungao.

Exercicios resolvidos

Ache os extremos locais das seguintes funcoes:

(a) f(z)=a2%—62%+ 9z —4;
Resolugao. Comegamos por achar o(s) ponto(s) estacionario(s) e, para tal, diferen-

ciamos f(x) e igualamos a sua derivada & zero:
flix) =32 — 120 +9=0= 2, =1, 25 = 3.

Vamos agora achar a derivada de segunda ordem e calcula-la para os valores de x = 1
exr=3:
f(z)=6z—12= f"(1)=—-6<0, f(3)=6>0
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portanto, a fungio f(r) = 23 — 622 + 92 — 4 atinge nos pontos z =1 e x = 3 o seu

méaximo f(1) =0 e o seu minimo f(3) = —58, respectivamente. [

(b) f(z) =we™;
Resolugao. Primeiro derivamos a fungao f(z) e igualamos essa derivada a zero,

para acharmos o(s) ponto(s) estacionario(s):
flxy)=e®—xze"=(1—-2)e"=0=1x=1.

Agora vamos achar f”(1) de modo a podermos classificar o ponto estacionario x = 1,
se ¢ um ponto de minimo ou maximo:
flfa)=(z—1e " —e"=(@x—-2)e "= f'(1)=—e'<0

T

portanto, f(x) = xe™* atinge no ponto x =1 o seu maximo. [

2) Ache o maior e menor valor (extremos absolutos) das seguintes fungoes:

(a) flz) =27, =z€[-1,5];
Resolugao. A fungdo f(x) = 2% é crescente, portanto atinge o seu minimo no ponto

xr = —1 e o seu maximo no ponto z = 5. Em conclusao:

(b) f(z) =22 —4x+6, z € [-3,10];

Resolugao. Achamos, inicialmente, o(s) ponto(s) estacionario(s):
fl(x)=2x—4=0=2=2¢€[-3,10].

O maior e menor valor de f(x) = 2 — 4z + 6 podera atingir-se nos extremos do
segmento [—3,10], isto é, nos pontos x = —3, = = 10 ou no ponto estacionario
r = 2. Assim, calculando f(—3) = 27, f(2) = 2 e f(10) = 66 e comparando-os

concluimos, que f .. =66 € fm =2. O

3) Faga o estudo geral da funcao f(z) = 3x — 23.
Resolugao.

(a) Dominio e zeros da fungao:

D;=RY fl&)=0=2(3-2)=0=2=0, +V3;
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(b)

O

4) Faga o estudo geral da funcdo f(z) =

paridade:

3

logo, f(x)=3x — z° é impar;

intervalos de monotonia e extremo(s) local:
fl(r)=3-32"=0= 2 = +1,

fl(x)=3-32">0=x € (-1,1),
fl(r)=3-32" <0 =2 € (—o0,—1) U (1,+00).

Portanto, no intervalo (—oo, —1) U (1, +00) a fungao decresce e no intervalo (—1,1)
a funcao cresce, atingindo um minimo e méximo local nos pontos z = -1 e z =1,

respectivamente;

concavidade e ponto(s) de inflexao:
f"(x) = -6z =0= 2 =0,

f"(x) = -6z >0= x € (—00,0),
f(z) = =62 < 0=z € (0,400).

Assim, no intervalo (—o0,0) a fungao dada tem concavidade virada para cima, no
intervalo (0, +00) a fungdo tem concavidade virada para baixo; o ponto de inflexao
¢ (0;0).

Em conclusao, podemos resumir tudo isto na seguinte tabela:

x -3 -1 0 1 V3

fl@) [NoU |l 0 [ N\yul 21 /0020 2 [N\,n| 0 [\,N

flx) | — — —Jo | + |+ + o | = | =] =

)|+ + + |+ + 0 = | = = | =] -
r?(x —1)

(x+1)2°

Resolucao.



68 E.V. Alves, M.J. Alves. Elementos de anéalise matemética. Parte I1

(a) Dominio e zeros da fungao:
Di={reR 12 +1#0}=(—00,—1)U (-1, +00);
f@)=0=2*(zr-1)=0=2=0, =1,

(b) assimptotas:

i. assimptota vertical:

2
xlir{ll x(x(i 1)12) -
portanto, x = —1 é assimptota vertical;
ii. assimptota obliqua:
k= lim M — 1

{ (z+1)? } B a

portanto, y = x — 3 é assimptota obliqua;

b= lim

(c) intervalos de monotonia e extremos locais:

f/(I)—x($2+3$_2)—0:>:13—0 - (jﬁf_3+\/17 . def -3+ V17
- (x+1)3 - - ) 1 — 2 9 2 — 2 9
oo a(x? 43 —2)
/) (x+1)3 0=
e V1 — V1
— e ¥ (—m,—3+T7> U(=1,0)U <3+T7,+oo> :

F(z) = CEE <0=zel= 5

(e 432 —2) dot (_3+\/1_7 —1>u<0 —3+\/ﬁ>
2 b ) *

Portanto, no intervalo I; a funcgao cresce e no intervalo I a fungao decresce, atingindo

extremos locais nos pontos z =0, z =2, * = x5 ;
(d) concavidade e ponto(s) de inflexao:

10x — 2 1
1

-0 S

f(a:)—(x i — 1 5

10z — 2 1
" = > ()= - —
f(x) CEL x (5,—|—oo),
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B 10x — 2

f”(x)—m<02>me (—oo,%).

1
Logo, no intervalo <—oo, g) a funcao dada tem concavidade virada para baixo, no

1
intervalo 5 +0o0 | a funcao tem concavidade virada para cima; o ponto de inflexao
é (1/5;—1/45). O
5) De todos os rectangulos de area Sy ache aquele cujo perimetro é menor.

Resolugao. Denotemos por = e y os lados do rectangulo. Entao,

S,
Sozxy:y:—o.
x

O perimetro dum rectangulo é

P(z) =2z + 2%.

Temos que achar os pontos de extremos para a fungao P(z) e para tal vamos deriva-la e

igualar a derivada a zero:

Pla)=2-"2=0=2=1/5.

Calculamos a segunda derivada:

4
VSo

portanto, a fun¢ao P(z) atinge o seu minimo, quando y = x = /5, isto é, quando é um

48,

Pl(a) = —3 = P"(1/Sy) = > 0,

quadrado. [

6) Quais deverdo ser as dimensdes duma lata fechada de forma cilindrica de volume Vj, de

modo que a sua superficie total seja minima?

Resolugao. Seja R e h o raio e a altura do cilindro. O volume do cilindro ¢ dado pela
formula:

Vo
Vo =7mR*h — h = —.
0=7 T R?

A superficie total de um cilindro fechado é

S(R) = 2nrR* + 27 Rh = 27 R* + 2—;?.
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Vamos derivar a fungao S e igualar essa derivada a zero, de modo a acharmos os pontos

2V 3/ Vo
/ :4 —_—— = = - .
S'(R)=4nR ~ 23 =0= R={/

As dimensoes do cilindro, para que a sua superficie total seja minima, deverao ser

Vo 5/ Vo
R=1¢/=2, h=2{=. O
or’ or

7) Os gastos diarios de navegagao sdo compostos de duas partes: gastos fixos, iguais a L

estacionarios:

dolares e gastos variaveis, que aumentam proporcionalmente ao cubo da velocidade de
navegacao. Qual devera ser a velocidade de navegacao de modo que os gastos sejam

minimos?

Resolugao. Suponhamos que o barco ja navegou S km em 7T dias. Entao, os gastos

totais sao dados pela formula
G=TL+kTv®,

onde k é o coeficiente de proporcionalidade. Sabemos que T'= — dai, que
v

S
G(v) = =L + kSv*.
v
Calculamos a primeira derivada de G e vamos achar os pontos estacionarios:

SL 5/ L
G/(U):—ﬁ—f—QkSU:O:U: %

Portanto, para que os custos sejam minimos a velocidade de navegacao deverd ser de
. L
3 .
v =4/ — km/dia. U
2k /

3 Perguntas de controle

1) Defina assimptota obliqua e vertical.

2) Defina méaximo e minimo local.

3

Formule o teorema sobre a condigao necessaria de extremo.

4) Formule o teorema sobre a condicao suficiente de extremo.

5) Defina ponto de inflexao.

)
)
)
)
)
)

6) Enumere os passos mais importantes a dar quando se faz o estudo geral de uma funcao.
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6.4 Exercicios propostos

1) Investigue os extremos das seguintes fungoes:

2) Ache os extremos das fungoes:
(a) f(x) =2(x—1)%(z—2)°%
() f() =+

x? — 3z +2
) 1) = eyt

(d) f(z)=¢€"sinz.

3) Ache o maior e o menor valor das seguintes fungoes:
(a) f(z)=|2* -3z +2|, z € [-10,10].
(b) f(z)=+v5—dz, z€[-11].

4) Ache o maior e o menor valor das seguintes fungoes:

(a) f(z)=2e % 2 € (0,+00);
B 1+ 22

(b> f(x) - mv YIS (07+OO>;

(¢) f(z) =e* cosa?, x € (—o0,+00).
1 10 1

5) F tud | da funca =01 22 :
) Faga o estudo geral da fungao f(x) o1 3x2+1—£17

6) Dada uma esfera de raio igual & R construa, dentro dela, um cilindro de méaximo volume.

7) A fabrica A encontra-se do caminho de ferro, que vai do sul para o norte e que passa
pela cidade B, a uma distancia de a km. Sob que angulo, em relacao ao caminho de
ferro, é preciso construir uma estrada que sai de A de modo que o custo de transporte de
produtos de A para B seja minimo, se sabemos que o preco de transporte ferroviario é

igual & ¢ dolares/km e o de transporte rodoviario é igual a p dolares/km?
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Primitiva e integral indefinido

7.1 Resumo teodrico

Sejam f,F : E+— R!, E C R'. Suponhamos que F(z) ¢ uma fungao diferenciavel em E.
Diremos que F(x) é primitiva da funcao f(z) se F'(x) = f(z), qualquer que seja x € E.

Sejam Fj(x) e Fy(x) duas primitivas de f(z), isto é,

Fi(z) = f(z), Fy(z) = f(2).

Entao, Fi(x) = Fy(z) + C, onde C' é uma constante qualquer. Ao conjunto de todas as pri-

mitivas da fungao f(x) em E chamaremos integral indefinido da fungao f(z). A denotagao
usada ¢ [ f(x)dr = F(x)+ C, onde C' é uma constante qualquer.

Vamos enumerar algumas propriedades do integral indefinido:
) a| [ 1o de] = pora

%) /dF(x) — F2) + C:

3) //\f(x) dr = )\/f(x) dr, X € R! (homogeneidade);

4) / [f(z) + g(x)] dz = / flo)da £ / g(z) dz (linearidade).

Vejamos agora o integral de algumas func¢oes com que nos deparamos constantemente:

.CCTH_I
1) /x dx:n+1+0(n7é—1),

72
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%) dgzmmucu%m;

3) / dv arctgx + C,
1+22 | —arcctgz + C;
dx 1
4 =-1
) /1 —2 2"
arcsinx + C),

dx
5 e
) /\/1—332 { —arccosx +
=lnjzr+vaz+ 1]+ C;

1+z
11—z

+C;

0 |

7) /axdaz: - +C (a>0, a#1);

Ina

8) /sinxdx = —cosz + C;

9) /cosxdx =sinz + C;

10)/ 9T grt O

cos? x

d
11) / f = —ctgz + C.

sin“ x
7.2 Exercicios resolvidos

1) Ache /(3 — %)% dx.

Resolugao. Vamos desenvolver, primeiro, a expressao a ser integrada (o integrando) que

é, nada mais nada menos, que o cubo de uma diferenga. Assim, aplicando a férmula
(a —b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b*
temos: (3 — 22)? =27 — 272 4+ 92* — 2%. Logo,

/(3—x2)3dx = /(27— 272% + 92* — 2%) dz =

:/27dm—/27x2dx+/9m4dx—/x6dx:
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:27/dx—27/x2dx+9/:c4dx—/:cﬁd:c:

2+1 $4+1 x6+1 3 95 17
9. C =270 — 923+ 20° — =27+ C. O
511 Vi1l 641 e

2) Ache /(1 — 2)(1 — 22)(1 — 32) d.

Resolugao. Vamos desenvolver o integrando

=27y — 27 -

(1—2)(1—-22)(1—-3z) =1— 62+ 112* — 62°.

Assim,

/(1 —2)(1—22)(1 - 32)dx = /(1 — 67 + 112% — 62°) dx =

/dx— /xdw+11/x dx — 6/x3da::

15 34
—x—61+1+112+1 63+1+C v—32"+ 2’ = Sat+ . O

2 3
3) Ache/(g—i—%—i—a—g) dz, onde a € R'.
r 12

Resolugao. Neste exercicio aplicamos primeiro as propriedades sobre linearidade e ho-

mogeneidade do integral indefinido, depois recorremos a tabela de integrais. Assim,

2
/<9+a2 a)da:—/ dx+/—dx+/—d:r;—
T T

da o2+ o3+l
= -~ —al a’® C =
—+a / / aln|z| +a? 2+1 _3+1+
a?  ad
=al -————+4+C. O
= aln |z| . 2x2+

4) Ache/ﬁ_fﬁ+1d
x

Resolugao. Pegamos a funcao a ser integrada e vamos fazer algumas transformacoes

algébricas de modo a podermos usar a tabela de integrais. Assim,

Vi—2Va?+1  /x 23m2+ B
vz W T Yr Yoo
2?3 1

+ 1 = g/t — 2512 4 VA,
x

21/2

r1/4 r1/4
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Portanto,

93
/\/_ \42/\_/54— 1 dr — / (V% — 2212 4 z~1/1) dy =
A

141 241 —1

xTr4 T12 €T 4 4

= 25—+ -—7T—+C=_zv a:——a:lx/“’ + - \/ +C. O
I+1 TS5 +1 —3+1 5

22
5) Ache / 22 dx

Resolugao. Fagamos algumas transformacgoes algébricas no integrando:

x? —14+1+ 22 1 14 22 1
1+ a2 14 22 14+22 1422 1+ 22

Agora é mais facil achar o integral:

/ L / L 1)y / dr +/d tex+x+C. O
T = —_ xr = — T — —arc X xr .
14 22 14 22 14 22 &

1+ 22 1 — 22
6) Ache Vit Vi-e dx.

V1—at

Resolucao. Fagamos algumas transformagoes algébricas no integrando de modo a que

facilmente possamos fazer uso da tabela de integrais. Assim,

\/1+£L‘2—|—\/1—:L“27\/1—|—JZ2+\/1—ZE27 1 N 1
V1— a4 Vi V11—t B Vi—22 J1+22

Portanto,

/\/1+x2+\/1 p / dx +/ dx
€Tr = —_— —_—
V1—zt V1—2? V14 a2
=arcsinz +Injz+vV1+2?2|+C. O
7) Ache /(2‘E +3%)* dw.
Resolugao. Primeiro desenvolvemos o integrando, que é o quadrado duma soma. Assim,
(27 4 37)* =47 426" + 9.

Deste modo temos:

4% 2.6% 9*
/(2””+3$)da::/(4”+2-6$+9x)dx:

In4 + In6 + 2In3

+C. 0O
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8) Ache /thx dx.

Resolugao. Sabemos que

sinx + cos?z = 1.

Dividindo tudo por cos?z temos:

tg?r + 1 = — tg’r = -1

cos? x cos? x

Agora basta, somente, integrar directamente usando a tabela:

1 d
/tgzxdx:/ -1 d.r:/ v —/d:v:tgw—x+0. O
cos? x cos? x

7.3 Perguntas de controle

1) Diga o que entende por primitiva duma fungao.
2) Formule as propriedades do integral indefinido.

3) Enumere os principais integrais de tabela.

7.4 Exercicios propostos

1) Ache /x2(5—x)4 dx.

2) Ache/(lgx)de.

3) Ache / x\j_; dx.

4) Ache /%dm

2
)Ache/ fﬁdm

T T
) Ache /\/x+1 VaZ =1

V1—z*

2x+1 _ 5:5—1

dx.
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8) Ache /CthdeC.

7
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Métodos de integracao

8.1 Resumo teodrico

Teorema 19. (método de decomposicao) Sejam f, fi, fo:E— Rl E C R Suponhamos que
f(x) = fi(z) + fo(z) em E. Entao,

/ﬂ@dw:/fl(l“)dx—l—/fg(x)dx.

Teorema 20. (método de substituicao) Seja x = ¢(t) uma funcio definida e diferencidvel em
E; C R! e seja E, C R' o seu contradominio. Seja y = f(x) uma funcao definida em E, e
que possui, neste intervalo, primitiva F(x). Entao, em E;, a fungao F[p(t)] € primitiva de
flo(®)]¢/(t), isto €,

[ Howio e = Flote) +

Com a ajuda do método de substituicao obtém-se as seguintes férmulas, muito tteis e usadas

frequentemente na integracao:

1
1) /d—x:aarctgg—FC (a #0);

a? + x?
dx 1
2 _ =1
>/a2—x2 2an

.
= arcsin — + C';

3) / dx
Va2 — z? a
=In|z+Va?z+a?|+C.

a+x

+C  (a#0);

a—x

) |
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Teorema 21. (método de integracao por partes) Sejam u(x) e v(zx) duas fungoes

u, v:E—~R! EcCR!

e suponhamos que u(z) e v(x) sejam diferencidveis em E. Entdo

/ u(@) do(z) = u(z)v(z) — / v(z) du(z).

E comodo aplicar o método de integragao por partes nos casos quando o integrando contém

fungdes do tipo Inx, arcsinzx, arccosz, arctgx, e* sinbx, e cosbx, sin(lnx), cos(lnx) ete.

8.2

1)

Exercicios resolvidos

Ache/ du )
xr+a

Resolugao. Facamos a substituicao ¢t = x + a. Entdo dt = d(z + a) = dz. Deste modo

temos: d dt
/ S —=ht|+C=h|lz+a+C O
r+a t

dx
Ach _—
¢ e/\/2—5x

Resolugao. Vamos fazer a substituicao t = 2 — 5z. Entao,
1
dt = d(2 — 5z) = —bdr = dx = —gdt.

Sendo assim temos:

1 [ dt 2 2
_ _—_5\/%+0:—5\/2—5m+0. O

/wd—%xzé Vi

x
Ache / —dx.
V1—a2
~ . 1
Resolugao. Facilmente constata-se que —§d(1 — wQ) = xdx, portanto, vamos fazer a
substituicao:

1
t=1-2>= dt = —2xdxr = —§dt:xdx.

Assim,

T dt
_— = — — _— = — = — — 2
/mdx 5 : Vi+C Vi—224C. O
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T
4) Ache/4+x4da:.

Resolugao. Fagamos a substituicao
1
t=2’= §dt = xdx.

Deste modo temos:

x 1 dt 1 dt 1 t 1 2
de=- [ =< [ =5 = —arctg= + C = —arctg = + C. O
/4+x2 ! 2/4+t2 2/22+t2 jrctey T T ey

5) Ache /:Jce_gﬁ2 dx.

~ o~ ~ 1
Resolugao. Facamos a substituicio ¢t = —2?. Entao —§dt = zdz. Deste modo temos:

2

I U e
/:ce dx——g/edt——i—l—C— 5 +C. O

6) Ache /d—x

et +€—$'

Resolugdo. Temos e + e % = e *(e** 4+ 1). Assim,

/ dx / dx / e’ p
er 4 e~ e—:c(l + 62z) 1+ e2;v

Facamos agora a substituicao t = e*. Temos dt = edx, portanto,

v dt
/1f62xdx:/1+t2:arctgt—i—C':arctgew—f—C’. 0

2
7) Ache /ln L d.

X

- e~ - dx
Resolugao. Vamos fazer a substituicao ¢t = Inx, entdo dt = — . Deste modo temos:
x

In? 3 In®
l/nxmz/ﬁﬁ:—+cznx+a O
T 3 3

8) Ache / sin® z cos z dx.

Resolugao. Facilmente se vé que se fizermos t = sin z, entao dt = cos x dx. Sendo assim,

o integrando tem uma forma mais adequada para integragao:

t6 6
/sin5xcosxdx:/t5dt:E+C:SH;:I:+C. O
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9) Ache /tgxd:c.
~ - sin x e~
Resolugao. Por definicao tgzr = Fazendo a substituicao t = cosz vemos que
cos T
dt = —sinzdz. Deste modo
i dt
/tgxdx = / Y = [ &= —In|t|+C = —1In|cosz|+C. O
cosx
sinx + cosx
(cosx + sinz)dx e,

10) Ache
V/sinx — cos a:
Resolugao. Facamos a substitui¢ao ¢ = sinx — cosx. Entao dt =
deste modo, temos:
sinx + cos T
\/_

SVE 4=
\/smx—cosx 2
3 3
S/ (sinz — cosx)2 + C = 5\3/1 —sin2z+C. O

11) Ache/ Sy
COS 2x

Resolucgao. Sabemos que
cos 2z = cos® r — sin®z = cos’x — (1 — cos®z) = 2cos’x — 1

V2 sin zdzx. Deste modo temos

Facamos a substituicdo t = v/2cos z, entdo dt

sinx d sinx
_— Tr = =
v cos 2z V2 (3052 T — \/_ V2

Injt+vt2—-1|+C = —Eln|\/§cos:v+\/0032x| +C. O

V2

T LT

d
12) Ache / : v )
sinx
Resolugao. Comecaremos por fazer algumas transformacoes ao integrando. Temos
T x z
1 =sin2— = 2sin — — = 2tg —
sin x = sin sin 5 CoS 5 g 5 cos 5

dx .
= 57 - Assim,
2 cos

N8

Fazendo a substituicao t = tg 5 vemos que dt

d 1 dx
/.x :—/— /— Injt|+C = ln’tg ‘—l—C’ O
sinx 2 ) tgZcos?Z
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13)

14)

15)

16)
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t
Ache /arc 8% .
1+ 2?2
- o~ _ dx
Resolugao. Vamos fazer a substituicao ¢t = arctgz, entao dt = ol Deste modo
x
temos: ) )
t t t
acte o [rar— Lo B8 o
1+ 22 2 2

AChe/Qd—x.
> +x—2

Resolugao. Pegamos na expressao que se encontra no denominador e vamos completar

o quadrado perfeito, isto é,

2 p_2—a?42. Syt Ly 41 L
r'+r—2=x =t -——-—2=|x+=] — -
2 4 4 2 4

1
Vamos fazer a substituicao t = x + 3 Entao,
dx dt 1. [(3/2)—t 1
/x2—|—x—2 /t2—(3/2)2 3 n‘(3/2)+t'+0 3"
x

Ache / EEEEE

Resolugao. Vamos aplicar o método de decomposicao e para tal escrevemos o integrando

1—2z
24 x

+C. O

na forma de soma de duas fracgoes:

T A B

©+2)@+3) o+2 2+3

 (A+B)x+3A+2B { A+B=1,

(x+2)(xz+3) 3A+2B=0.
Resolvendo o sistema obtemos A = —2, B = 3. Assim,
x dz dz
dr = -2 3 C=
/(:E+2)(x+3) v /:zc—f—ZjL /:76—1—3jL
|(z +3)°|

=—Inlz+2+Injz+3+C=h +C. O

(z +2)?

Ache / sin z dzx.
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Resolugao. O integrando podemos reescrever numa outra forma, precisamente

. 9 1 — cos2x 1 cos2x
sin“g = ——— = — —

2 2 2

Assim,

1 1
in2 S _ = 9 —
/sm rdx Q/dx 2/COS rdx

17) Ache / sin 3z sin bz dx.

| R

4

Resolugao. Vamos escrever o integrando na forma de diferenga de cosenos:

. . cos2x  cos8x
sin 3z sin bx = 5 5

Deste modo temos:

1 1
/sin3a:sin5xdx:5/0082$d$—§/cos8xda7:

1 . 1 . sin2x  sin &z
_Z/dSIDQI_l_G/dSHle_ T +C. O

18) Ache /sin?’xdx.
Resolugao. Temos:

2

sin®zdr = sin?zsinzdr = —sin?zdcosz = cos® x dcosx — dcos .

Deste modo,

3
cos® x
/Sin?’xdx:/coszxdcosx—/dcosa:: 5 —cosx+C. O

3

19) Ache /wd:c.
1+ cos?x

Resolugao. Temos no numerador

2

1
sin x cos® z dr = cos® x sin z cos x dx = —3 cos® x dcos® .

Entao, se fizermos t = cos? z temos:

sin x cos® x 1 [ cos’xdcos’z 1 t
SIMECOS T gy — 2 flracosy 2 [ U g
14 cos?z 2 14 cos?z 2] 1+t

1 r  sin2z
— = [ dsin2z =2 — C.
4/ sin 2x 5 +

83
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B 1/1+t—1 B / /
) 1+¢ N 1+t

t 1 1
:_54_ ln|1+t’—|—C——§COS T+ = ln|1+COS x|+ C. O

20) Ache /lnxdx.

Resolugao. Seja v =Inz, v =x. Aplicando a féormula de integracao por partes, isto é,

/udv:uv—/vdu,

/lnxdx:xlnx—/xdlnm:xlnx—/da::xlnx—x+0. O

temos:

21) Ache /xe‘x dx.

Resolugao. Facamos u =z, e *dx = dv, isto é, v = —e™*. Assim,

/xe_“” dr = —/xde‘x = — (me‘“ — /6_“ dm) =

= —gze T+ /e_“C de = —xe " —e*+C. O

22) Ache /:Ecosxda:.

Resolugao. Seja u =z, v =sinz. Entao,

/xcos:cdx:/:cdsin:c:xsina:—/sin:z:da::xsinx—i—cosx—l—a O

23) Ache / arcsin x dx .

Resolugao. Facamos v = arcsinx, v = z. Entao,

/arcsmxdx:xarcsmx—/xdarcsmx:xarcsm:z:—/ﬁdx—
—x

d(1 — 2?)
=garcsineg + | ——= =xarcsinz +VvV1—-22+C. O
/2\/1—:r2
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24) Ache /:csin2 zvdz.

Resolucgao. Facamos algumas transformacoes no integrando:

1-— 2
rsinxdr =z ST cosAr dszdI—£COS2IdJJ.
2 2 2
Assim,
. 9 1 1
T sin :de:§ a:dx—§ rcos2rdr =
1 1 1 1
:Zx2—§/x0052xdx:Z—lxz—z/xdsin%::

1
(xsin?x + Qcos 230) +C. O

| =

12 1 . . z?
=71 (xsm2a:— /sm2xdx> =7
25) Ache /e‘m cos Bz dx.

Resolugao. Seja I = /e"“"’ cos Bz dx. Entao

I= %/e‘mdsinﬁx = % (eo‘x sin fx — /Siﬂﬁ:ﬁd@‘“) =

1 1
= B (eo‘x sin fr — « / e sin fx dx) = B (e“x sin fr — « / e sin fx dx) =

1 1
= Beo‘x sin Bx + a / e dcos fr = —=e** sin fx + ° (eam cos Bx — /cos Bx deo‘x) =

B 5 B
1 oaxr _: Q axr axr
—e smﬁaj—{——z(e cosﬁw—a/e cosﬁm):
g 5
1 ae cos Br o
—e™sinfr+ ——— — =1 =
p 5 B
a? 1 ae*® cosfxr  [Pe**sin fx + ae®” cos Bx
= I+ —1 = —=e"sinfz + =
N B B
L e ([ sin fx + acosﬂx). 0
ﬁQ + 042

8.3 Perguntas de controle

1) Enuncie o teorema sobre mudanga de variavel no integral indefinido.

2) Escreva a formula de integrac¢do por partes.
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8.4 Exercicios propostos

1) Ache /(Qx —3)"dx.

2) Ache /\3/1—3xd3:.

x
Ach )
3) ce/3_2x2d:c

3
4) Ache / Y de.

8 —2

eCE
Ach dz.
5) ce/2+ x

ex

dz
6) Ache / —_—
) V14 e
d
7) Ache / ’

rlnzin(lnz)’
sinx

vecos3 x

9) Ache /ctgx dx.

8) Ache dx.

10) Ach / sin x cos x d
che x.
Va?sin?z + b2 cos? x

COS T

v/ cos 2x
12) Ache / d

CcoST

dx
13) Ache / :
) (arcsin z)2v/1 — 22

dx
14) Ach -
) Ce/x4+3x2—i—2

dz.

11) Ache

dx
15) Ache / CENTEE)

16) Ache /COSQZEdZL’.
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) Ache [ cos— cos — da:

) Ache

Jes
Jeotrae.
[
/
/
/+

) Ache

) Ache 2" Inzdx.

) Ache e 2 dx.
) Ache

x’sin 2z dx.

23) Ache /arctgxdx.

24) Ache /a:sin Vrdr.

25) Ache /eax sin Sz dz.



Mobdulo 9

Integracao de funcoes racionais,

irracionails e trigonométricas

9.1 Resumo teodrico

Pn(x)
Qi ()

respectivamente, em relacao a varidvel . Se n > m, entao a funcao é impropria e ela pode ser

Vejamos a funcao racional ,onde P,(z) e Qn(x) sdo polinémios de grau n e m,

escrita na forma

onde P,_,,(z) é um polinémio de grau n — m em relagao a variavel x, k < m.

Teorema 22. Seja uma fungao racional, n < m, onde

Qm(z)

Qum(r) = (1 —a)™ - (z — ap) ™ (2 + bz + c1)? -+ (2% + bz + ¢,)7,

a; (i=1, 2,..., k) sao raizes reais, ay + -+ oy +2(01 + -+ 5,) =m, b?—4cj<0, oj,
ﬁjGN(jZl,..., r).
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Entao,
P(x) A AP Al
Qum () r—a; (x—ap)? (x —ay)>
+ .................................... +
A(l) A(2) A(Oék)
e R e e vt
r—a, (r—ag)? (x — ag)o*
Bfl)x + 01(1) sz)x + CF) - Bgﬁl)m + Cfﬁl)
22+bx+e (22+bhr+a)? (22 + bz + ¢1)*
+ .................................... +
B2 sl | Bt B+

Zibato @ibata)r T @tbata)p

onde Al(p), Bl(p) e C’l(p) 5G40 nimeros reais.

Cada uma destas fracgoes integra-se facilmente:

1)/ A de =Aln |z —a|+ C,

r—a

B B
2) /mdx: (l—a)(ar—a)“—1+c (=2,3,...);

Mz+N M N0 )
3 [ N - M b M z+ (b/2)

arct +C;
$2+b$+c 2 2 /C_ (b/2>2 g - _ (b/2)2
1 - N—-— K =2,3,...
) / (-TZ + bx + C)a dr 2(1 — Oé)(tz + a2)a71 + ( 2 ) o (OZ 737 )a onde

dt b, B2
Ka—/m, t—$+§, G—C—Z.

Seja R(x,y) uma fungao racional de dois argumentos z e y. O integral do tipo
ar +b a b
Rlax, \| —— | do, —# -
/ ( cx + d) c 7 d
racionaliza-se, isto é, transforma-se num integral de funcao racional, se fizermos a substituicao
PR axr +b
 Nex+d

/R(m, vaz? +bx +c)dr, a#0,

O integral do tipo
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resolve-se com ajuda das substitui¢oes de Euler, que racionalizam integrandos deste tipo. Se

b* —4ac < 0, a > 0, entdo aplicamos a primeira substituicao de Euler:
t =+Vax?+br +c+ zv/a.

Se ax? +bx +c = a(x —z1)(x — z3), onde 71 e x5 sao valores reais, entao aplicamos a segunda

substituicao de Euler:
Var? +bxr +c

r — I

t =

O integral do tipo
/ R(sinx, cosx) dx

. . . e~ . L, . X .
racionaliza-se com ajuda da substituicao trigonométrica universal t = tg 5 Em casos particu-

lares usam-se outras substituig¢oes trigonométricas a saber:
1) se R(—sinx,cosx) = —R(sinx, cosx), fazemos a substitui¢ao ¢ = cosx;
2) se R(sinx,—cosx) = —R(sinx,cosz), fazemos a substitui¢ao t = sinx;

3) se R(—sinz, —cosx) = R(sinx,cosz), fazemos a substitui¢do t = tgz.

9.2 Exercicios resolvidos

1) Usando o método de coeficientes indeterminados, ache:

2¢+ 3 .
(2) / (x —2)(z +5) dz;

Resolugao. Vamos decompor o integrando em fracgoes simples, isto é,

2043 A B (A+ B)x + (5A —2B)

@—2)(z+5) -2 245  (@—-2)@+5)

Temos duas fracgoes com o mesmo denominador e, como elas sao iguais, significa que

os numeradores sao iguais. Assim, temos a igualdade
204+ 3= (A+ B)x + (A —2B).

Dois polinémios sao iguais se os coeficientes ligados as partes literais do mesmo grau

coincidem. Portanto,

A+B=2 5A-2B=3=A=B=1.
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Voltando ao nosso integral podemos escrevé-lo na forma

/ 2 + 3 dx_/ dx +/ d
(z-2)(z+5) ~ ) z-2 T+5

Cada um dos integrais a direita calcula-se directamente usando a férmula vista no

resumo teorico, isto &,

/ A de =Aln|z —a| + C.
r—a

dx dx
=1 —2 — =1 )
/x—2 Il|ZL‘ |’ /%4‘5 Il|ZE-‘r-5|

Em conclusao temos:

Portanto,

20+ 3
de =1 — 2| +1 5/ +C. O
/(m—Q)(x—i—S) x=Inlz |+ In|x + 5] +

A
—d
/x4—|—5m2—|—4 “

Resolugao. O integrando nao é uma fracgao propria, pois o grau do numerador é
igual ao grau do denominador. Podemos somar e subtrair no numerador a expressao
5z2 +4. Ao fazermos isto procuramos expressar a nossa frac¢gao como soma da parte

inteira mais a parte propria, isto é,

xt x4—|—5x2—|—4—5m2—4_x4+5x2—1—4 5x2 + 4

xt+5x2+4 xd + 512+ 4 Tty b2+ 4 2t 45r244

orc 4+ 4
dr = [ dx — dx.
/1:4—1—5&:2—1-4 v / o /x4+5x2+4

Agora vamos achar o ultimo integral a direita, comecando por factorizar a expressao

Assim,

x* + 522 + 4 que se encontra no denominador, isto ¢,
ot + 527 +4 = (2 +4)(2* + 1).

A fraccao que constitui o integrando vamos escrevé-la na forma de soma de fracgoes
simples:
5x2 + 4 5x2 + 4 Ar+B Cz+ D
1214 (2 4+4)(x2+ 1) T 2214 + 2211
(A+B)a:' + (B + D)a? +(A+4C):c+B+4D
(22 +4)(z2+1)
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Temos duas fracgoes com o mesmo denominador e como elas sao iguais significa que

os numeradores sao iguais. Assim, temos a igualdade
512 +4 = (A+ B)z* + (B + D)z* + (A+4C)x + B+ 4D.

Dois polinémios sao iguais se os coeficientes ligados as partes literais do mesmo grau

coincidirem. Portanto,

A+B=0, B+D=5 A+4C=0, B+4D=4=—
16 1

—A=C=0, B=—, D=-—-.
’ 37 3

Assim,

/ 512 + 4 d 16/ dx 1/ dr 8 ; r 1 ‘
r = — — = —arcC — — —aIctgwx.
(@2 +4)(22 + 1) 3 ) a2+4 3) 22r1 378y T 3OS

Em conclusao temos:

) 4 8 1
/d:r; / 1 2+ dx —x——arcthjL—arctgx—i-C. O
x

/x4+5$2+4 + 522 +4 3 2 3

x
(c) /$3—3x+2dx’

Resolugao. Vamos decompor o integrando em fracgoes simples e, para tal, come-
gamos por factorizar o denominador. Facilmente se constata que x = 1 anula o
denominador. Aplicando a regra de Ruffini!, sobre a divisao de um polinémio por
um binémio do tipo = — a, temos x* — 3x + 2 = (z — 1)*(z +2). Assim,
x B x A n B N C
3 -3r+2 (z-12%2(z+2) x-1 (v—1)2 z+2
Az —1)(z+2)+ B(x +2) + C(z — 1)*
(e — 1Pz +2) |

Temos uma igualdade de duas fracgoes com o mesmo denominador, significa que os

numeradores também deverao ser iguais. Portanto,
v=Alx—1)(x+2)+ Bz +2)+C(z — 1)

Vamos achar os coeficientes A, B e C' da seguinte maneira: colocamos o valor z =1

na nossa igualdade e temos

1
1=3B=B=

'Paolo Ruffini (1765-1822) — matematico italiano
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colocamos o valor x = —2 na nossa igualdade e temos
2
—2=9C = C= —9’

finalmente, colocando, por exemplo, = 0 na nossa igualdade temos

O:—2A+QB+C:—2A—|—%:>A:§.

Voltando ao integral inicial temos

/ x da‘:—2/ dz +1/ dx _2/ dv
»—-3r+2 " 9)x—-1 3) (x2-1)2 9) z+2
2 1
gnlr =1l =57

2 1 2
42+ C= 1+ 21
g lnlz+2+ 31 9"

r—1
T+ 2

dx
-zt -2+ -1’
Resolugao. Pegamos o integrando e factorizamos o denominador, isto é,

Pt e —l=2'c -+ -1+ (x-1)=

=@@-DE*"+22+ 1) =(@-D(@*+z+1)(2* — 2+ 1).

Assim,
1 A n Bx +C Dr+FE
-t —224+r—1 -1 224+2+1 22—z+1
_ Py(x)
(z—1)(a?4+z+1)(a®—z+1)
onde

Py(x) =(A+ B+ D)z*— (2B - C — E)x3+
+(A+2B—-2C)2* - (B-2C+D)x+A—-C—E.

Igualando os numeradores obteremos o seguinte sistema:

(A+B+D=0,
—2B+C+E =0,
A+2B—2C =0,
—B+20-D=0

| A-C-E=1

o
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Resolvendo este sistema encontramos

1 1 1 1
A=-, B=-- =——, D=0, E=--
3’ 3 Y= 0 2

Deste modo,

/ dx B
-t 24 —1
1/ dx 1/ 2¢ +1 1/ dx
= - — ) ——dr—= | —m =
3) x—1 6J) 224+2+1 2 ) x2—x+1

gl fd@rarl) 1 dz _
~sle =15 [ S 2/[x—<1/2>]2+<¢§/2>2

:§1n|a:—1|—61n(x —|—x+1)—£act \/_(3 )+C’. O
e d
2) Ache a formula recorrencial do integral K, def [ O (=1, 2,...).
(2% 4 a?)>
1
Resolugéo. Seja u = m, dv = dzx. Entéo,

s 1 T (1'2 _|_ a2) o aQ
Ko = (22 +a?)> /xd l(ﬁ + aQ)Oé] T (2?2 +a?)e + 2a/ (22 + a2)ot dz =

B T L% / dx —a2/ dx B
o <I2+a2)a <I2_|_a2)a (x2+a2)a+l o

T
= ——— +2ualK, ’K,,
($2+a) + Oé[ —a +1]7
donde obtemos a férmula recorrente
200 — 1
Koy = v + 27k, O

2aa?(x? + a?)*  2w0a?

dx
3) Ache /m

Resolucgao. Facamos a substituicao t? = x = 2tdt = dx. Assim,

/d—x:2 =9 /1+t dt—2/dt—/
1+ z 1+t 1+t

=2t —2ln[l+t{+C=2yVr—2In[l++z|+C. O
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4) Ache/l_ vl

———dx.
1+ /o +1

Resolugao. Facamos a substituicao

=2+ 1= 6°dt = du.

Assim,
1—+vr+1 -8
/—x+dx:6 dt.
1+ vVx+1 142

95

O integrando no ultimo integral é uma fracgao impropria. Vamos reescrevé-la como a

soma da parte inteira mais a parte propria:

t5—t8
1+1¢2

Deste modo,

t5 _ t8 t7 t5 t4
6/’ ﬁ:G(——+—~+—

1+1¢2 7 5 4

_ 6t N 6° N 3t o3
7T 52

onde s =z +1. O

Acheu/‘ Lot
(+1) V-1

Resolugao. Facamos a substituicao

z+1
z—1

3 =

Portanto,

—3t24+6t+31n

— dz = —

/ 1 Ljz+1
(+1) V-1

=+ttt 1+

3 2
t 3
3 2+>+/

612

t—1

241

dt

dt.

d(1+1t?)

1+ t2

== [

2+t+1)

of

dt
1+ t2

(1+t%) — 6arctgt + C,

Neste tltimo integral pegamos o integrando e vamos decompoé-lo em frac¢oes mais simples:

1 A Bt+C

G- D@+t -1 2+i+l

Igualando os numeradores temos o sistema

A+B=0, A-B+C=0,

A—C=1,

(A+B#*+(A-B+CO)¢t+A-C
(t—1)(2+t+1) '
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cuja solucao é

1

-, B=—, (C=-—-.
3 3 3
Deste modo temos:

/ dt 1 dt 1/ t+2
t—1)(2+t+1) 3)t—1 3) 2+t+1

1 1 2t + 1
:gln’t—l\—gln(t2+t+1)—%§arctg—\/§(3+ )
Em conclusao,
1 sJr+1 dt

d :_3 et

/(x—l—l)\/x—l g /(t—l)(t2+t+1)

1 2t 4+ 1
:ln’t—1|—§ln(t2+t+1)—ﬁarctg%_kc_ OJ

Ve+1l—+Vr -1
dr.

Ach
eHe Vr+1l+vVr—1

Resolugao. Pegamos o integrando e evidenciamos a expressao /& — 1, que se encontra

. : . . r+1
no numerador e denominador, apés o qual introduzimos a variavel ¢t = T
x‘ —
Ve+l—vVr—-1 t—1
Vitl+vr—1 t+1
1 41 4tdt
Ja que t = + entao, xr = + 1 e, portanto, dr = — . Assim,

x — 2 — (12 —1)2

1— —1
vetl-ve-1, 4 / t dt.
Vit l+yr—1 (t+1)3(t—1)
Vamos d 5 t fraccoes simpl
almos decompor a expressao €1 IraCCoOes simples:
p P (t+ 13— 1) ¢ p
t A B C D

G-DEr1P -1 t41 Gr12 Gr1P

AR+ 1P+ Bt —1)(t+1)*+Ct—-1)(t+1)+ D(t - 1)
(t—1)(t+1)3

Igualando os numeradores

t=At+1>*+Bt—-1Dt+1)>+C{t—1)(t+1)+D(t—1)
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1 1
e colocando t = —1, t = 1 achamos D = — e A = —. Agora falta achar B e C e para

tal colocamos na igualdade, por exemplo, t =0 e t = 2 obtendo deste modo o sistema

3 5
B+(C=—-, 3B+C=—-.
+ 3’ + 3
) 1 1 N
Resolvendo este sistema achamos B = —3 e C = I Em conclusao

vet+l—vae—-1_ t B
\/$—|—1+\/x—1dx__4/(t+1)3(t—1)dt_

R N i_l/L+l/L_
B 8) t—1 8J)t+1 4) t+1)2 2] (t+1)3]
1

1 1 1
= Clnft— 1+ -In|t+1] - C=
iR R e i v sy

2 pVa?o1 1
:%—%+§1n|x+\/aﬁ—l|+0 O

dx
r+ V2t +1
Resolugao. A expressao 22 + x + 1 > 0, portanto vamos aplicar a primeira substituicao
de Euler:

7) Usando a substituigdo de Euler mais adequada, ache /

t2—1 22 + 2t + 2
=v2t+r+l+r—r=—— :dx:Ldt.
1+ 2t (1+2t)2

Deste modo,

/ dx 212 + 2t + 2
x+m t(142t)2

Decompondo o tltimo integrando em fracgoes simples temos:
2t2+2t+2_A+ B N C  A(l+2t)7? +Bt(1+2t)+C’t
t(l+26)2 ¢ 142t (14+2t)2 t(1 + 2¢)2

Para acharmos os coeficientes A, B e C' resolvemos o sistema

2B+4A =2 4A+B+C=2 A=2

e encontramos A =2, B =C = —3. Em conclusao
/ dx 200 +2t+2
r+vVrt+ax+1 t(1+ 2t)2

dt dt dt 3 1 t
—o [Z g 3 - S+ C
/t 1+ 2t /(1+2t)2 diva) T2 M irap T

onde t=z+vVz2+ax+1. O
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Tz —Va2+3x+2

8) Usando a substituigdo de Euler mais adequada, ache / dx.

r+vVai+3r+2

Resolugao. Temos z%+3z+2 = (z+1)(z+2), por isso aplicamos a segunda substitui¢ao

de Euler: )
Va2 +3x+2 2—1t 2t
7+ 1 TR T T ey
Assim,

dt.

/:r—\/:v2~|—3:x+2dx_/ —2t2 — 4t
T4+ VaZ+3r+2 (t—2)t—1)(t+ 1)

Pegamos no tltimo integrando e vamos decompd-lo em fracgoes simples:

—2t> — 4t _A+B+C+ b _,[_F
(t—2)t—1)(t+1)3 t—2 t—1 t+1 (t+1)2 (t+1)3
16 3 17 5
Achamos os valores de A, B, C, D e E: A = —37 B = 7 C = ~108’ D = 8 °

1
E = 3 Em conclusao,

o B g 16 3
/x v vty =~ Inft = 3|+ St~ 1]

T
T+ Va2 + 3z + 2 27

9) Ache / cos” z dx.

5

Resolugao. Seja R(sinx,cosz) = cos’z. Vemos, que R(sinz, —cosz) = (—coszx)’ =

—cos®r = —R(sinz, cos z), portanto faremos a substituicio ¢ = sinz. Assim,
/cos5xdx = /cos4xdsinx = /(1 —sin*z)?dsinx =
2 1
:/(1—t2)2dt:t—§t3+gt5+0,

onde t =sinz. O

10) Ache/ sin 5z cos x dx.

Resolugao. Vamos transformar o integrando na soma de senos:

1
sin 5x cos x = 3 (sindx + sin 6z).
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Entao,

1 1 1
/sin5xcos:z:d:c:§/(sin4x+sin6x)daz‘:—gcoséla:—ﬁcosG:c—i—C. O

d
11) Ache / .
acosx + bsinzx

~ . e~ . X ~
Resolugao. Vamos aplicar a substituicao universal t = tgi. Entao, x = 2arctgt,

2dt . 2t 11—t _
= ——,sinct=—— e cosr = ——. Assim,
1+ ¢t2 1+ ¢2 1+ ¢t2
dt 2
/ / In tgx%—CZS +C
acosx—l—bsmx \/a2+b2 \/a2+b2

onde tg ¢ = U

a
Z.
9.3 Perguntas de controle

1) O que significa extrair a parte inteira duma frac¢ao impropria?

2) O que entende por método de coeficientes indeterminados na decomposigao em soma de

fracgoes simples?

3) Que tipo de integrais se calcula com ajuda das substituigoes de Euler?

9.4 Exercicios propostos

1) Usando o método de coeficientes indeterminados, ache os integrais:

(@l/ (et (et 3)

dx;
/I2+SL’—

2+ 1

/x3—5x2+6x

dx;

dz.

(x —1)? 332—|—2x+2)

) Ach
cue x1+2¢—+vf>
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3/
3) Ache/ *V2ta dx.

r+v2+zx
A v
4) Ache | ————=dx.
) /\/x2+x—|—1

3
x
5 Ache/—dx.
) V1422 — x2

d
6) Usando a substituigdo de Euler mais adequada, ache / <

1++vV1—20— 22

7) Usando a substituigdo de Euler mais adequada, ache / xvVx? —2x + 2dx.




Moébdulo 10

Integral definido segundo Riemann

10.1 Resumo teodrico

Diremos que g, Z1,..., T, formam uma parti¢do do segmento [a,b] C R! se a = o <
Ty <Xy < --- <z, =b. A denotagdo usada é: 7 = {x,}}_,.
Facamos as denotagoes:

def def
Al‘k = T — Tk—-1, d = max Al’k
1<k<n

Seja f(z) uma funcao definida no segmento [a,b] C R! e 7 é uma particao qualquer deste

segmento. A expressao
o (@k, o f) = D F(G) AR, w1 < G < g
k=1

chama-se soma integral de Riemann' para a fungiao f(z).
Ao limite da soma integral, caso exista, quando d — 0 chama-se integral definido de f(x)
b
no segmento [a,b|. A denotagdo usada é : / f(x)de = (ljh% (g, C, f).

Sejam
My= swp f(z), my= inf f(z), 1<k<n.

Tp_1 ST<TR Th-1STETR

As expressoes
n n
S = E MkA$k, S = E mkAwk
k=1 k=1

chamam-se soma superior e soma inferior de Darboux?, respectivamente.

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) — matematico alemao
2Gaston Darboux (1842-1917) — matemético francés
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Teorema 23. Qualquer que seja a particao T do segmento [a,b], tem lugar a dupla desigualdade
s<o<§8.
Teorema 24. Se f(z) € integrdvel segundo Riemann em [a,b], entao
lim(S —s) = 0.
=)

Teorema 25. Se f(x) € continua em |a,b], entao ela € integrivel sequndo Riemann neste
segmento.

Teorema 26. Se f(x) é mondtona em [a,b], entao ela € integrdvel seqgundo Riemann.

10.2 Exercicios resolvidos

1) Ache a soma integral para a fun¢ao f(z) =1+ z no segmento [—1,4], dividindo-o em n

partes iguais e escolhendo

Resolugao. Dividindo [—1,4] em n partes iguais obtem-se
=<z < <z, =4,
5
onde xp = —1+ kh, h = —. J& que
n

T+ T

Ck? 9 )

1
entao (p = —1 + <k — 5) h. Compondo a soma integral tem-se

o= gﬂckmxk -y (k=g =

k=1
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2) Com base na definigao de integral definido como o limite da soma integral, calcule:

(a) /ledg;;

Resolugao. Dividindo o comprimento do segmento [0, 1] em n partes iguais temos

h = —. Deste modo, a particao 7 de [0, 1] serd composta por pontos do tipo zj =
n
kh (k=0, 1,..., n). Vamos escolher

_ 1
gkzxkl—_l_‘rk:< __)h, l<k<n

Entao,

Assim,

2

(b) / 2 dz;

1
Resolugao. Dividindo o comprimento do segmento [—1,2] em n partes iguais obtem-

3
se h = —. Escolhemos (; =z, onde z, = =14+ kh (k=1,...,n). Entao,
n

a:En:(—1+kh)2h:zn:(thQ—Qk:h+1)h:h <h2ik2—2hik+n> -

k=1 k=1 k=1 k=1

n(n+1)@2n+1) oh

2
:h[hQ n(n+1)+n]:6n +9n—i—9.

2 2n2

Assim,

2

6n% + 9 9
/dex: limM:i’).
21

n—00 2n?

Neste exercicio aplicamos as igualdades

Zn:kg_n(n+1)(2n+1)
Pt N 6 ’ 2
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(c)/d—x (0 <a<b);

2
x
Resolugao. Dividindo o comprimento do segmento [a, b] em n partes iguais obtemos

h—
h = ¢ Entado, zr, = a+ kh (k= 0,1,...,n). Vamos escolher (, = /Ty 17 €
n
calculamos
1 1 1 1 1
fG) === - -

¢ wmpare o+ (k—Dhl(a+kh)  hla+ (k—1)h]  h(a+kh)

Compomos a soma integral

Deste modo

1
(d) /axdaz, a>0;
0

~ s . L 1
Resolugao. Dividindo o comprimento de [0,1] em n partes iguais temos h = —,
n

portanto z, = kh. Escolhemos (, = z;_,. Entao,

F(Gr) = al=0m
Compomos a soma integral
= h(l —a)
_ (k=1)hp hoo (n—1)h] _
J—Za h—h[1+a+ +a ]_ T
k=1
e, passando para o limite quando h — 0 temos
: . h a—1
}lgr(l)a_u_a)illlg(l)l—ah ~ Ina’ -
3) Mostre que a funcao de Dirichlet?
1 se x ¢é racional
D(aj) g ZE 6 [a, b],

», . . )
0 se x ¢é irracional

3Johann Peter Gustav Lejeunne Dirichlet (1805-1859) — mateméatico alemao
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nao é integravel segundo Riemann.
Resolucgao. Vamos compdr duas somas integrais, para uma escolhemos (; racional e
para outra (, irracional:

o=D(G)Az + -+ D(() Az, = b —a,

&= D(()Axy + -+ D((,) Az, = 0.

Temos

] =b— im &g = 0O!!
}ll_I%O' b ayé(lilir(l)a ol

Isto mostra que a fungao de Dirichlet nao é integravel segundo Riemann, pois caso fosse

os limites das somas integrais, quaisquer que elas sejam, deveriam coincidir.

4) Sabendo que

1 — b—a
== k
Sn n;f(w - )

calcule lim S,,.

n—od

Resolugao. Fagamos algumas transformacgoes para S,,, isto é,

1 b—a — b—a
Sn=p— — ;f(aJrk - )

h—
Tomando (, =a+ k ( a) temos
n

n b

b—a 1
S G g [ Swan nme T

—_

a

10.3 Perguntas de controle

1) Defina partigdo dum segmento.

2) O que é soma integral de f(x) em [a,b]?

3) O que ¢ integral definido?

4) O que significa dizer que f(z) é integravel segundo Riemann em [a, b]?

5) E correcto dizer que qualquer funcdo limitada é integravel?
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6) O que entende por soma superior (S) e soma inferior (s) de Darboux?
7) Enuncie as propriedades das somas de Darboux.
8) Formule as condigoes necessérias e suficientes de integragao.

9) Seja f(x) uma fun¢do monétona em [a, b], que possui um ntmero infinito de pontos de

descontinuidade. Esta funcao é integravel em [a, b]?

10.4 Exercicios propostos

1) Aplicando a defini¢ao mostre, que f(x) = ¢ é integravel em [a, b].

2) Aplicando a defini¢ao calcule
w/2

sin x dzx.

o\

3) Aplicando a definigao calcule

costdt.

o\&

4) Aplicando a defini¢ao calcule

b
/xmdx (0<a<b, m#-1).

Indicagao: escolha os pontos de particao de tal modo, que as suas abscissas xj formem

uma progressao geométrica.

5) Seja f(x) uma fun¢do monotona e limitada em [0, 1]. Demonstre que

1
1 < k 1
[ra—232r (3) = (5):
0 k=1
6) Mostre que a fungao descontinua

f(z) = sign (sin g)

¢ integravel em [0, 1].
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7) Mostre que a fun¢do de Riemann

0 se x & irracional
R(z) =

Y

1
— se T = —
n n

onde m e n (n > 1) sdo nameros primos, é integravel em qualquer intervalo finito.

8) Seja f(x) uma funcao integravel em [a,b] e

fu(z) = sup  f(a),

Tp—1<T<T}g

b—
onde xk:a+k( a) (k=0,1,...,m;n=1,2,...) Demonstre que

b

lim [ f.(x) dx:/f(x) dx.

n—oo
a

9) Demonstre que se a fungao limitada f(z) é integravel em [a,b], entdo |f(x)| também é

integravel em [a, b] e tem lugar a seguinte desigualdade

/bf(a:)d:v S/blf(az)|dx.

10) Seja f(z) uma fungao integravel em [A, B]. Demonstre que a funcdo f(x) é integravel-

mente continua, isto é,
b
ti [ 17+ ) = f(@)] dz =0,

onde [a,b] C [A, B].



Mobdulo 11

Formula de Newton-Leibniz

11.1 Resumo tedrico

Teorema 27. Seja f(x) uma fungdo secciondvelmente continua em [a,b]. FEntdo ela tem

primitiva neste segmento e uma das suas primitivas €
ﬂ@:/ﬂmh

Teorema 28. Seja f(x) uma funcdo secciondvelmente continua em [a,b]. Entdo tem lugar a

formula de Newton'- Leibniz:

onde F(x) é a primitiva de f(x).

Teorema 29. O integral definido usufrui as sequintes propriedades:

1) /af(x)dx:();

b a

w/ﬂ@mz—/ﬂ@m;

a b

Tsaac Newton (1643-1727) — fisico, astrénomo e matematico inglés
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3) /b[af(x)+5g(x)]dx:a/bf(:c)d:c—l—ﬁ/bg(x)da:, a, BER;

4) /bf(x)dx:/cf(x)der/bf(:r)dx, a<c<b.

Teorema 30. Suponhamos que
1) f(z) € definida e continua em [a,b];
2) ¢(t) € Cp, 5, ¢la) =a, ¢(B)=b, a < ¢(t) <D
Entao

b B
/ f(a) d = / FIo@ON8 (¢) dt.

Teorema 31. Suponhamos que u(x), v(x) € C[lmb]. Entao
/ w(@) dv(z) = u(b)o(®) — u(a)o(a) — / o(z)du(z).

11.2 Exercicios resolvidos

1) Utilizando a formula de Newton-Leibniz, calcule:

1

(a) / 2% dz;

0
4

Resolugao. A primitiva de f(x) =23 ¢ F(x) = % Assim,

1
4
3d :fL'_
/.ZU X 1
0

1

0

T

(b) / sinz da;

0
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Resolugao. A primitiva de f(z) =sinz é F(x) = —cosx. Aplicando a formula de
Newton-Leibniz obtemos

T

/sinxdx: —Cosxg:—cos7r+cosO:1+1:2. ]

0

Ve d
T
© [ 1o
1/V3
1
Resolugao. A primitiva de f(z) = T2 ¢ F(z) = arctgx. Deste modo
T
v d
x 1 T T T
=arctgV3 —arctg | —(= | = - ——~=—-. O
/1—1—:02 arctg v/3 arcg(\/g) 576" 6
1/V3
x? se 0<z<1

(d) /f(x) dr onde f(x) = {

Resolugao. Como podemos ver, a fun¢ao f(x) tem comportamento quadréatico em

2—zx se 1<o<2;

[0, 1] e comportamento linear em (1, 2]. No calculo do integral usaremos a propriedade
de aditividade que, para este caso, é
1 2

/Qf(a:)dx:/:de:U—i-/(Q—x)dx:%?)

0 1

1

d
(e)/ ° 0<a<m;

x?2 —2rcosa+ 1’

21
Resolugao. Pegamos o integrando e vamos fazer algumas transformacoes:

2? —2xcosa+ 1 =a? — 2rcosa + cos’ a + sin® a = (z — cosa)? + sin” a.

Fazendo x — cosa =t entao, ja que x varia de —1 a 1, t variard de —1 — cosa a
1 —cosa. Assim,
1 l—cosa

/ dx B / dt
22 —2rcosa—+1 2 +sin?a’

-1 —1l—cosa
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1

A primitiva de () = —————
P f®) 2 4 sin® o

dai, que

1

1 «Q « 1 a T
== : [arctg (tg —) + arctg <ctg —)] = <_ +
sin o 2 2

sin «v
2) Usando a formula de integragao por partes, calcule:
In2

(a) / e du:

0
Resolucao. Como e *dxr = —de ™ entao

In2 In2

In2
/xe—xdmz_/xde—x: e ® gnQ—}—/e_rdZ’: (_1n2)6—1n2_ e

0 0 0

1

(b) /xsinxdx;
0
Resolugao. Temos sinxdr = —d cosx. Assim,

T T

T

/xsina:dx: —/xdcosx: —xcosx|g+/cosxda::7r+ sinzly =n. O
0 0

e

(©) /|lnx|dx;

1/e
Resolucgao. Por defini¢ao

Inz se x>1
|Inz| =

—Inz se O<z<l.

/ dx 1 ot 1 —cosa + arc
= arctg —— + ar
22 —2xcosa+1 sina & in o

1 1 1
——§ln2—§+1:§(—ln2+1) :§(lne—ln2): In

N | —

N o

U
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Entao

e 1 e 1 e
/|lnx|d9§:/(—lnx)da:~|—/lnxdx: —xlnx|}/e+/d:ﬂ—l—xlnx|i—/dx:
1/e 1/e 1 e 1

1.1 1 1
:—ln—+(1——)+elne—(e—1):2(1——). O
e e e e

2w

(d) /$2 cosz dz;
0
Resolugao. Neste exercicio, com o intuito de fazer desaparecer o factor x* que
se encontra no integrando, aplicamos duas vezes a integracao por partes. Como
cosxdx = dsinx, entao
2 2 2
/x2 cosxdr = /xgdsinx = 12 sinx|§7T — 2/xsinxdm =
0 0 0
2 2 2
= —Q/xsinxd:c = Z/xdcosa: =2 :z:(:osx]g7r — /cosxdm =
0 0 0
=2 (27 —sinz|)") =4r. O
3) Fazendo a mudanga de variavel mais adequada, calcule
x
) [ —m dx
Resolucgao. Seja t =5 — 4z, entao dt = —4dzr. Quando z = —1 a varidvel t =9 e

quando x =1, t = 1. Assim,

et () -

[ﬁdw:_g/ 16\/_
:—(——t\/+1o\/‘)

16

| |
O

b) /xzvaz — x%dx;
0
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Resolucgao. Seja © = asint, entao dx = acostdt,

Va2 — 1?2 = \/a2(1 —sin*t) = a cost.

Quando z =0 temos t =0 e quando x = a temos t = g Deste modo
a w/2 A w/2
/xzx/cﬂ —22dr = / a’sin®tcos? tdt = az / 4sin®tcos? tdt =
0 0 0
/2 w/2
a’ ) at [ 1—cos4t
= — in“2tdt = — —dt =
1 / sin 1 / 5
0 0

/2 w/2

4
1
:% /dt—/cos4tdt :%(t—zlsin4t
0

0

'S

7r/2> B 7TCL4

0

In2

© [ve=Tar
" 2t

entao e’dr = 2tdt. Assim, dr = ——=dt.
1412

Resolugao. Fazemos e* — 1 = ¢?,
Quando z =0 temos t = 0 e quando = = In2 temos t = 1. Deste modo

In2 1
dt

1 1
22 t?+1-1
Ve dde= | 2 at=2 - ""agr=2| [ at— =
/ oo /1+t2 / 21 / /1+t2
0 0 0 0

0

1

=2(t—arctgtl) =2(1-F) =2-2. O

1

arcsin \/x
Q) [ HEmVE g
(d) ) Va(l —x)
dz

Resolugao. Fagamos ¢ = arcsin /x, entao dt = ﬁ Quando x = 0 temos
x(l—a

s
t =0 e quando z =1 temos t = 5 Deste modo
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4) Demonstre que se f(x) é continua em [a, b], entao

/f b—a)/lf[a+(b—a)x]d9:;

a
, entao dt = e quando x varia de a a b temos t

Resolugao. Fagamos t = x

variando de 0 até 1. Vé-se que

/f dx—/fa+ b—a)t](b—a)dt = —a/fa+ (b—a)t]dt. O

5) Demonstre a igualdade

a a2

/m?’f(xz)dx — /a:f($) dr  (a>0);

0

N | —

Resolugao. Facamos t = 2?2, entdao 2wdx = dt e, portanto, dx = 2—\/¥ Quando z varia

de 0 & a temos t variando de 0 até a?. Assim,

a a2

/x3f(w3) dr = 7tfj§t> dt = %/tf(t) dt. O

0 0 0

6) Demonstre que se f(x) é continua em [0, 1], entao
w/2 w/2

/f(sinx)dx:/f(cosx)dx;

0 0

Resolugao. Seja sint = cosx, entdo x = arcsin(cost) e

sint
dr = ——————dt = —dt.
V1 —cos?t

T T
Quando z varia de 0 & 5 vemos que t varia de 5 até 0. Deste modo

/2 0 m/2

/f(sina:)dx:—/f(cost)dt:/f(cost)dt. O

0 /2 0
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7) Mostre que se f(z) é par e continua em [—1, 1], tem lugar a igualdade

1

/f(l‘)dIZQ/lf(x)dx;

-1

Resolugao. Aplicando a propriedade de aditividade do integral definido temos

/lf(x)dff:/of(w)dwr/lf(m)dw;

para demonstrarmos a igualdade acima pretendida basta mostrar que
0 1
/f(:z:) dx = /f(x) dx.
21 0

Fazendo x = —t temos dxr = —dt e quando x varia de —1 até 0, ¢ varia de 1 até 0.

Assim,
0

[ flaydo = - / F(—tydt = / F(—tydt = / f)d,
pois f(x) é par. _D

8) No integral
27

/f(x) cos x dx

0
faca a mudancga sinx =t;

Resolugao. Vamos partir o intervalo de integracdo [0,27] em quatro sub-intervalos:
[0,7/2], [7/2,x], [7,37/2] e [37/2,27]. Sabemos que a fun¢do sinz é mondtona em cada

um destes intervalos. Assim,

2 1 0
/ f(z)cosxdx = / f(arcsint) dt + / f(m —arcsint) dt+
0 0 1

0

-1
+ / f(m — arcsint) dt + /f(27r + arcsint) dt =
0

-1
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1 0
= /[f(arcsin t) — f(m — arcsint)] dt + /[f(?ﬂ + arcsint) — f(w — arcsint)|dt. O
0 “1

1
9) Calcule /:r;(2 — o) dr;
0
Resolugao. Seja 2 — 22 = t, entao dt = —2xdx e quando x varia de 0 a 1 temos que t
varia de 2 até 1. Deste modo
1 1 2

1 1 1
/x(2—m2)12da::—§/t12dt:§/tl2dt:%(213—1). O

0 2 1

10) Calcule /(m Inx)*dx;

1
Resolugao. Aplicando o método de integragao por partes duas vezes temos:

€ € €

1 1 2
/x21n2xdx:§/ln2:vdx3:§ 63—§/ln$dx3 =
1 1

1
32 2 5¢2 2
:%—%—l——/xzdx:i——.

11) Deduza a formula recorrencial e calcule

o,

ef .
I, = /sm"a:dx;

Resolucao. Sabemos que
f(x)dr = sin™ xdx = —sin" ' v dcos .

Deste modo, integrando por partes temos:

/2 /2

. n— . /2 .
]n:—/sm” Yexdcosx = — | coszsin” lx‘o/ —/(n—l)sm" 2rcos?xdr | =

0 0
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/2

—1
=(n-1) / sin" 2 2(1 —sin’z)dr = (n — 1) l_o — (n— I, = I, = n I, .
0
Vejamos agora dois casos: n =2k en=2k+1, k=1,2,.... Para o caso n = 2k temos:
I _2k—II (2 —1)(2k —3) o @k-1n . 2= 7
BTk R ok(2k—2) YT @ YT 2k 2
Para o caso n = 2k + 1 temos:
I (2R
Tk + DIU
Assim,
— 1\
@2k LI = se n =2k
(2k)! 2
I, = O
(2k)!!
—_— =2k + 1.
(2k + D)l se. n=eh

11.3 Perguntas de controle

1) Defina primitiva de uma funcao.

2) Para que condigoes é correcta a formula de Newton-Leibniz?

3) Enuncie o teorema sobre mudanga de variavel no integral definido.

4) Enuncie o teorema sobre integragao por partes para o integral definido.

5) Enuncie as propriedades do integral definido.

11.4 Exercicios propostos

1) Aplicando a formula de Newton-Leibniz calcule:

(a) /8\3/561:6;

—-1/2
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2

© [ 1-aldr

0
w/2

dx
d b=#0).
(d) /azsin2z+62(tos?x (a,670)

0

1

W [

2) Explique porqué que a aplicac¢ao formal da formula de Newton-Leibniz nao é correcta, se:

-1
2

sec? x
b —d
(b) /2+tg2x .

0

3) Demonstre que

4) Seja f(x) uma funcdo continua e positiva. Demonstre que a fungao

T

/ LE(E) dt
¢(

r) =
/ F(t) dt

é crescente para = > 0.

5) Calcule

se

/lf(l") dz,

T se O0<z<t
f(x) =
1—
u se t<x<1.
1-—1t

6) Utilizando a formula de integragao por partes calcule:
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arccos x dx;

(a)

o _

S

(b)

rarctgx dx.

O\

7) Demonstre que se f(x) é continua em [0, 1], entao

™

0

8) Calcule os seguintes integrais:
1

i
(a) /x2+x+1 ol

-1
9

(b) /x@/ﬂdx;

1

-1
dx
(c) i
\ vt —1
27 d
T
d .
(d) /Sin4a:+cos4x’
0
27

(e) / (zsinz)? da;

0
™

(f) / e® cos’ z dx.
0
9) Calcule os integrais:
/2
(a) I, = /cos"xdx;

0
1

(b) ]n:/(l—x2)”dx;

0

/xf(sinw)dx: g/f(sinx)dx.
0

119
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(c) Inz/%dx.

0

10) Demonstre que se f(x) é impar no intervalo [—m,m], entao



Moébdulo 12

Teoremas de valor médio

12.1 Resumo teodrico

Seja f(x) uma funcdo limitada em [a,b]. Chamaremos valor médio da fun¢ao f(z) em

la, b], ao nimero

b
e 1
o 1w

onde m<pu<M,m= inf f(x), M = sup f(x).
z€fa,b] z€la,b]

Se f(x) for continua, entdo existe um ¢ € [a,b] tal, que

b
10 =y [ fa) e

Teorema 32. Seja f(x) uma fungao limitada em [a,b] e suponhamos que g(z) € uma funcao
integrdvel e que conserva o seu sinal em [a,b]. Entao, existe um ¢ € [m, M] tal, que
b

/b flag(eydo = ¢ [ g(o) s

a

onde m = inf f(z), M = sup f(z).

z€la,b] z€[a,b)
Teorema 33. Seja f(x) uma fungio continua em [a,b] e suponhamos que g(x) € uma funcao

integrdvel e que conserva o seu sinal em |a,b]. Entdo, existe ¢ € [a,b] tal, que

/f(x)g(x) dIZf(c)/bg(x) dz.

a

121
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12.2 Exercicios resolvidos

1) Ache os valores médios para:

(a) f(z) =2 x€[0,2];

Resolugao. Por definicao temos:

1 1 3 4
u:—/IQdQ::— =20
2 2 3|, 3
0
(b) f(z) ==z, x€][0,100];
Resolugao. Por defini¢cao temos:
100
1 20
= — =—. O
"= 100 / V=3
0
(c) f(x) =10+2sinz 4+ 3cosz, x € [0,27];
Resolugao. Por definicao temos:
2
1
p=o- (10 4+ 2sinz + 3cosx) dr = 10. O
T

0

2) Ache o valor médio da velocidade dum corpo em queda livre, cuja velocidade inicial é vy;

Resolucao. A velocidade dum corpo em queda livre é dada pela féormula
v(t) = vo + gt.

Suponhamos que T' é o tempo que o corpo demora a cair. Entao,

]|

1 1 1 1 1 1 1 1
- T /(Uo+gt) dt - T (UoT + 59T2) = Uo+§gT = (5’00 + 51)0 + §gT) = §(Uo+’01),

onde v; = vy + g1 é a velocidade final do corpo, isto é, a velocidade do corpo quando

choca com a terra. [

3) Utilizando o teorema de valor médio, avalie os integrais:
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2

d
@ 1= [ i
1+ 0.5cosx
0

1
Resolugao. Vamos avaliar o integrando f(z) = 1T 05cosa Temos
Hcosx

—1<cosz <1, Vz € [0,2n];
multiplicando esta dupla desigualdade por 0.5 e somando 1
—05+1<1405cosz<05+1,
isto é,

2 1
D S
3 1+0.5cosz —

4
Integrando a dupla desigualdade de 0 a 27 obtemos ?W <I<Ar. 0O

1
/ 1+a:
0

Resolugao. Como

0<2<1=1<142<2=1<V1+z<V?2,

portanto,

9

Como a func¢ao z” conserva o sinal no segmento [0, 1], multiplicamos esta tltima

dupla desigualdade por z° e temos

x x 9
R <ax

vV1i+ax

Integrando esta desigualdade, quando x varia de 0 a 1, obtemos

O

100

(c) I:/ ° dx;
x + 100

0
Resolucao. A funcao e

~% & decrescente, portanto

e 10 <e <1, x€l0,100].
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Entao,
e~ 100 e T 1

< < —
1004+2 — 100+ — 100 + x
% < I < In(100 + )|,

— ¢ %1n(100 + x)|,

istoé, e '®n2<7<In2. O

4) Demonstre a igualdade

n

lim

n—00 + x
0

dx = 0;

Resolugao. Comecamos por avaliar o integrando:

1
2= 14z

Multiplicando esta dupla desigualdade por z™, pois 2" conserva o sinal em [0, 1], e inte-

grando de 0 a 1 temos:

1
/ x" 1
2(n +1) 1+ ac n+1
0
1 . R
Como —— — 0e — 0 entao, pelo teorema sobre sucessoes intercaladas, temos
2(n+1) n+1
1
lim de=0. O
n—00 +x

5) Sejam ¢(z) e 1(x) duas fungdes integraveis em [a, b], juntamente com os seus quadrados.

Demonstre a desigualdade de Cauchy-Bunikowskii':

/baﬁ(iv)w(x) dx 2 < /b¢2(93) dﬂf-/bW(ﬂf) da;

Resolugao. Seja

0<6(A /b ) + Ap(2)]? da =

V. Ta. Bunikowskir (1804-1889) — matematico russo
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b

— [ 1) do + 200(@)00) + N0 (0)] dix =

a

b b b

_ /¢2(az’) d:c+2)\/<b(:c)z/1(x) d:v+)\2/z/12(:c) da.

a a a

Facamos as notagoes:

b

Az/wz(:z:)d:c, 352/b¢(x)¢<x)dx, C’E/b¢2(:n)dx.

a

Entao,
O(\) = AN> + BA+C > 0.

Esta desigualdade é maior ou igual a zero se o seu discriminante fér menor ou igual a zero,
isto é,
B? — 4AC < 0= B* < 4AC.

Voltando as notacoes introduzidas anteriormente temos
b 2 b b
[o@p@as| < [¢@is [v@a. O
6) Seja f(x) uma funcado da classe C’[l%b] e f(a) =0. Demonstre que
b
PO < b-a) [ 1@ do

Resolucgao. Vejamos a identidade

Aplicando a desigualdade do exercicio anterior para o caso quando ¢(z) = 1 e (z) =
f'(x) e tendo em conta que f(a) =0 temos:

2

f2(b) = /bf'(:v)dx S/bdx-/bf’Q(m)d:r. O
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12.3 Perguntas de controle

1) Defina valor médio duma fungao.
2) Demonstre o teorema de valor médio para uma fungao limitada.

3) Demonstre o teorema de valor médio para o produto de uma fungao continua com uma
funcao integrével.

12.4 Exercicios propostos

1) Ache o valor médio da fungao
f(z) =cosz, x€][0,3m/2].
2) Ache o valor médio da funcao
f(z) =signz, =z e€[-1,2].
3) Ache o valor médio da fun¢ao
f(z) =sinzsin(z + ¢), =z € [0,2n].
4) Demonstre a igualdade /
/2
nlggo sin" x dx = 0.

0

5) Avalie o integral
18
cos T

= | ———dx.
J V1424

6) Avalie o integral
w/2

/ dx

[= | ——M.

5+ 3cos?x
0

7) Defina o sinal para o integral
2

sinx
dz.
T
0
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8) Defina o sinal para o integral

9) Qual dos integrais é maior:

w/2

/ sint®xdx  ou / sin? zdx ?

0

0
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Moédulo 13
Integrais improprios

13.1 Resumo teodrico

Seja f(x) uma funcao definida no intervalo [a,+00) e integravel no intervalo finito [a, A].

7wf<x>dx_ lim /A f(z)dz

Entao,

A——+oo

chamaremos integral impréprio do primeiro tipo.
Se este limite é finito diremos que o integral converge, caso contréario diremos que o integral
diverge.

De modo anéalogo definem-se os integrais improprios nos intervalos (—oo,b] e (—o00, +00):

/bf(x) dszlimm/bf(z) dzx.
oo B

Destas defini¢oes implica que para V ¢ € R os integrais improprios

/cf(:c)da: e +/Oof(a:)dx

+00
convergem, logo converge o integral improéprio / f(x)dz e tem lugar a igualdade:

—00

70f(x)dxz / f(x)dx+70f<x)dx.

128
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Teorema 34. Se o integral / f(z)dx converge, entao converge o integral / f(z)dx (A > a)

e vice-versa. Além disso tem lugar a igualdade

+o00 A +o00
[ t@in= [ syt [ s
a a A

Teorema 35. Suponhamos que |f(z)| < g(x), Vo > A (A > a). Entao, se /g(m) dx con-

a
—+00

verge implica que /f(x) dx converge. Se /f(:v) dz diverge implica que /g(:c) dz também
diverge. ’
Teorema 36. Sejam f(z) e g(x) duas fungdes nao negativas e g(x) # 0, x € [a,+00).
Suponhamos que
lim M = k.
28 o)
Entao:
+00
1) se /g(x) dx converge e 0 < k < 400 tmplica que / f(z)dx converge;
+o00
2) se /g(a:) dx diverge e 0 < k < 400 implica que /f(:c) dx diverge.

a

Em particular se f(x) e g(x) sao fungoes equivalentes, quando © — 400, entao os integrais

/f Ydzx e / g(x) dx convergem ou divergem simultdneamente.

a

Teorema 37. Suponhamos que

f@) =0 (%) z — +oo.

Entao, para A > 1 o integral / f(x)dx converge, para X <1 o integral diverge.
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+oo
Diremos que o integral / f(z)dx converge de modo absoluto se converge o integral

+oo +oo

/ |f(z)| dx. Se o integral improprio / f(z) dx converge, mas nao converge de modo absoluto,
diremos que converge de modo condicional.

Teorema 38. Suponhamos que f(z) e g(x) sao duas fungdes definidas em [a,+00) e o integral

+oo
/ f(z)dx converge, |g(x)| < L, z € [a,+00), g(x) é mondtona e tende para zero quando x

+oo
tende para mais infinito. Entao, /f(a:)g(a:) dx converge.

Teorema 39. Suponhamos que:
A

1) f(x) € integrdvel em [a,A] e /f(a:) dr| < k;

a

2) g(x) € mondtona e lim g(x) =0.

T——+400

“+oo
Entao, o integral /f(a:)g(x) dx converge.

Seja f(z) uma fun¢ao nao limitada na vizinhanga do ponto b e integravel em cada segmento

finito [a,b — €] (¢ > 0). Entao,
b b—e
/f($) dx = hII(l] f(z)dx
E—

chama-se integral impréprio do segundo tipo.

De modo semelhante se definem os integrais do segundo tipo:

b b
1) /f(x) dr = hH(l) f(z)dx da fungdo f(x) numa vizinhanga do ponto a e integravel no
£—

a a-+te

segmento [a +¢,b], (¢ > 0);
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/f )dr = /f )dx + /f Ydz, (a < ¢ < b) da fungao f(x) nao limitada numa

V1Z1nhan§a do ponto ce mtegravel nos segmentos [a,c —¢| e [c+¢,b], (¢ >0).
b

A convergéncia do integral / f(z)dx advem da convergéncia dos integrais improprios

jf@Mxe]f@Mx

1
Teorema 40. Suponhamos que f(x) = O {(

a

——— |, x — b, b e X\ sao constantes. Entao, se
r —b)A

A < 1, o integral /f(a:) dx converge. Se A > 1 o integral diverge.

Os integrais improprios usfruem das mesmas propriedades gerais do integral definido.

13.2 Exercicios resolvidos

—+00

d
1) Calcule / x—f (a>0).

Resolugao. Temos aqui um integral impréprio do primeiro tipo. Por defini¢ao

+ood$ A 1»1*/\ A
— = lim x Mdr = lim =
z A—+o0 A—+o0 1—X a
al—>
A1 RIS 1 se A>1
— 1 _ — ]
mﬂ&(l—A 1—A>
400 se A <1.

1

2) Calcule /lnxd:c.

0
Resolugao. Temos aqui um integral impréprio do segundo tipo, com singularidade no
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ponto x = 0. Por defini¢ao

1

1
/lnxdx: lim Inzdzx.
0

e—0t
€

1
Integrando / Inz dx por partes temos:

£

1 1

/lnxdx—xlnx|i—/dm-—5ln€—1+£

€ €
e passando para o limite, quando ¢ — 0T,

1
lim (—elne—14¢)=—-1— lim B 14 lime=—1.
e—0+ e—0+ 1/e e—0

Assim, /lnmda::—l. O

+o0
d
3) Calcule / 1+xx2'

Resolugao. Sendo f(z) = uma funcao par, entao

1+ 22
+oo +o0
/ dx / dz
=2 .
14 22 1+ 22
—00 0
Por definigao,
+oo A
) T
1+ x2 - A—>+oo - AETOO arctg aly = AETOO arctg A = 2
0 0
+oo d
Em conclusao temos: / T . O
1+ 22

— 00



Médulo 13. Integrais impréprios 133

1
4) Calcule [\/%

1
V1— a2

sendo f(—xz) = f(x) e outros pontos. Entao,

Resolugao. A funcdo f(z) = possui singularidade nos pontos xr = -1 e x =1,

1 1
/ dr 5 / dz
iee ) vite
-1 0
Por definicao,

= lim = lim arcsin(l —¢) = g

1 1—e¢
/ dzx / dx
VvV1—22 e—0t V1—22 e-0f
0 0
Em conclusao obtemos:

1
dx
/1——1_x2=W O

+o00

dx
5) Calcule /m
2

Resolugao. Temos um integral do primeiro tipo. Atendendo ao facto que

1 11 1
24+x—2 3\z—-1 z+2)’

podemos escrever:

+oo A A
/ dx 1 / dx / dx
— = — lim — =
241 —2 3 A5+ z—1 T+ 2
2 2 2
1 A—-1 1 2
:§AEIEOO(IHA+2+IH4>—§1n4—§ln2. O

6) Calcule / e “cosbrdr (a>0).

0



134 E.V. Alves, M.J. Alves. Elementos de anélise matematica

Resolucgao. Por definicao sabemos que

+00 A
e cosbrdr = lim e * cosbr dx.
A—+o00
0 0
Facamos a denotagao
A

[N

I éf/e“x cos bz dzx.

0
Integrando I por partes duas vezes temos:
A A
1 _ ) 1 am - A am -
I = i e “dsinbr = 7 e ‘”’”smbx‘o +a | e®sinbrdx | =
0 0
A
1
== e *sinbA — g/e_’””clcos bx | =
b b
0
A

1
= 7 e~ sinbA — % e * cos b:c|OA +a / e~ cos bz dx =

0

— 1 —aA _: a A a a2 .
= <e sinbA ge cosbA+E ?]> =

1 2

= A (e’“A sinbA — %e’aA coS bA> + ;2 — 2—2[ _

2
1
=] (1 + 2—2) = i (e_“A sinbA — %e_aA cos bA) + ﬁ.

Passando ao limite, quando A — 400, temos:

—+o0 —+o00
2 b2
(a + )/e“xcosbxdx:%i/eaxcosbxdx:L. O
0

b2 b a? + b2
0

+oo
2 +1
7) Calcul
) acue/x4+1

0
Resolugao. Fagamos algumas transformacoes no integrando:

f(x):<x2+1)+(m4+1):x2(1+$>+x2(x2+%) _ (1+$)+(x2

dx.

. Parte II
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1 1
Seja t = x — —, entao dt = (1 + —2> dr e quando x varia de 0 a 400, t varia de —oo
x

& +00. Sendo t = x — — temos t2—|—2::1:2+—2.
T x

Deste modo,

+o0 +00 A
ey Ry
dr =
x4+ 1 t2 + 9~ A—»+oo
0 “0 0 0
A A A \Vor

1
—ZAEIBOO—Zarctg\/? V2 1_1)rJrrlooaurctg\/§ -

= 2A1—1>TOO Tarctg\/_

8) Chama-se valor médio de f(x), no intervalo (0,+00), ao nimero
M(f) = lim -
xﬂax/f

(a) Calcule o valor médio para f(z) = sin®x + cos?(xv/2);

Resolugao. Vamos usar as seguintes igualdades trigonométricas:

1— 2 1 242
m%:_;gﬁfawﬁm@:;ﬁ%lﬁ.

M(f)= lim — 5 5

r——+o0 I
0

Entao,
1 [ (1—cos2z 1 2/2
/( CoSs x+ -+ cos \/_x> d

x

1 1
=— lim —/(2+c082\/§x—0082x)dx:

2 x—+oo T

1 2 1 17 1
= — lim _x+_ lim —/0082\/_xdx—— lim —/costdx:

x—>+oo €T
0

1 1 1
:1+§zEIJPooE(2\/§Sln2\/_$) —éxgrfoog&an—
_1+1 lim sin2\/_m 1 I sin2x:1‘ 0

2 z—+o00 2\/_x §x—l>r-il-100 2x



136 E.V. Alves, M.J. Alves. Elementos de analise matematica. Parte I1

(b) Calcule o valor médio para f(x) = arctgz;

Resolugao. Por definicao,

xT T

1 1 t
M =1 — tgtdt = i — tgr — | ——=dt | =
[f(x)] xilfmx/arcg Jim — | zarctgx /1+t2
0 0
1 1 fda+e)| 1 1 ,
0
t In(1 + 22 1
= lim IemeT _ lim —n( + ) = lim arctgz — lim I 0

T—+00 x T—+00 2x z——+00 z—4o00 1 + 22 2

9) Investigue a convergéncia dos seguintes integrais improprios:
00 9
x

a ————dz;

(2) / xt—ax2+1
0
Resolugao. Temos neste caso um integral impréprio do primeiro tipo. Com base na
aditividade, é justa a igualdade:

e 2 | 2 e 2
x T T
——dr = | ————d ——du.
/x4—x2+1 v /x4—x2—|—1 x+/x4—x2—|—1 *
0 0 1

Para investigar a convergéncia do integral inicial, basta investigar a convergéncia do

integral
+oo

2
T
————dx.
/:v4—:1:2+1 ’
1

Quando r — 400 ¢é valida a equivaléncia

x2

[L’4—ZL’2—|—1 1'2‘

+00 +o0
dx x?
O integral / — converge (Teorema 36), portanto o integral / ————dx
x? xt— 2?41
1 1

também converge ¢, Consequentemente, segundo o Teorema 34 converge o integral
+o0

2

x
————dx.
/334—x2+1 v

0
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+oo
dz
o) [
J zv1l+zx

Resolugao. Temos um integral improprio do primeiro tipo. E facil notar que

1 1
V1 + 22 Y T oo
“+00 —+00

dx

d )
O integral /x5—i:3 converge, pois A = 3 > 1 (Teorema 37), logo /m

1 1
converge. [J

+o0

(c) / P te " d;
0 -
Resolucgao. E ficil ver, que a convergéncia do integral depende dos valores que o
pardmetro p pode tomar. Se p < 1, o ponto 0 é ponto de singularidade, portanto é
preciso partir o intervalo de integragao em dois sub-intervalos, por exemplo de 0 a 1
ede 1 & +o0. Entao,

—+00 “+00

1
/xp_le_mdx:/xp_le_xdx—l— /xp_le_"”dx.
0

0 1

Temos que

2P le™ ~ Pl 2 — 0.

1

dx
O integral / 1=, converge se 1—-p<1,istoé, sep>0.
e

0
“+o00

Vejamos agora o segundo integral / 2Pte " dx. Como a funcdo e™® decresce mais
: 1

rapidamente do que qualquer fungao do tipo —, A > 1, quando 2 — +o00, entao
x

este integral converge, quaisquer que sejam os valores de p. Sendo assim, o integral
+0o0

/ P~ te " dx converge se p > 0. O

0
+oo

@ [ e =0

1+ an
0
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Resolugao. Dependendo dos valores que o parametro m possa tomar, vemos que o

ponto x = 0 pode ser ponto de singularidade. Vamos, entao, dividir o intervalo de

integracao em dois:

+o0o m 1 m —+o00 m

/ :E dx:/ < dm+/ * dx.
1+ zm 1+ xm 1+ zm

0 0 1

Seja
1

def ™
I, = d
! / 14 am .

0

m

™
i

E evidente que
1+

n

1
~zx™,  x— 0. Assim,
14 xn
0

1
dz e / 2™ dx convergem ou
0

1

1
dx
divergem simultaneamente. O integral / " dr = / ——dx converge, se —m < 1,
o
0

0
isto é, m > —1.

Agora vamos estudar

def x™
I, = d
2 / 1+ an .

™ 1
14z - gn—m’ T oo

E facil ver que

+oo +o0

. . x™ dx
e, portanto, os integrais dx e
1 + xn xn—m

1 1

+oo

dx
neamente. Sabemos que
xn—m

convergem ou divergem simultéa-

converge, se n —m > 1. Deste modo temos que o

1

integral
+oo

/ L dx
14 zm

0

converge,se n—m >1em>—-1. [

+oo

© /ln(l—i—w) o

xn
0
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Resolugao. Este integral é classificado, simultdneamente, como sendo um integral
de primeiro e segundo tipos. Sendo assim, na investigagao da sua convergéncia vamos

parti-lo em dois:

“+o00 1 “+00

/de:/wdx+/wdx.

xm xm xn
0 0 1

O primeiro integral a direita

L (gf/—ln(1+x) dx

xn

é do segundo tipo, com singularidade no ponto x = 0. O segundo integral a direita

+oo
In(1
1.2(1§f/ n( —i—m)dx
xTL
1
é do primeiro tipo. Temos:
In(1+4+ =z 1
( : )N —, 2+ —0.
T x

1

d
Como o integral / .7:1
"

converge, quando n—1 < 1, isto é, n < 2, entao [, converge

0
também se n < 2.

Vamos investigar a convergéncia do integral I, e para tal vamos introduzir a seguinte

substitui¢ao: In(1+x) =t, entao x = €' — 1, dr = e'dt. Assim,

(1 el
/ In(1 +z) dor — / L P
" (et —1)»
1 e—1
+oo ; +00 ;
= dt = dt.
/ e—tent(]_ _ e—t)n / e(n—l)t(l _ e—t)n
e—1 e—1
Como
1
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entao
+oo y +o00 ;
/ e(=DE(] — e—t)n dt e / o(n—1)t dt
e—1 e—1

convergem ou divergem simultaneamente. O integral

+oo

t
/e(nl)t dt
e—1
e
converge se n — 1 > 0, isto é, n > 1. Assim, / M dx converge se 1 <n < 2.
xn
0
U
+oo
cos ar
f d > 0);
0 [ 5% >0
0
1
Resolugao. Seja f(z) = cosaz e g(x) = s A primitiva de f(x) = cosazx ¢é
QI/-TL

1
F(z) = . sinax, que ¢é limitada. A funcdo g(z) = T é decrescente e tende para

zero quando x — +00. As condigoes do Teorema 39 cumprem-se, portanto o integral
+oo

cos ax

/ dx converge. [J
1+ an

0

too 9
sin® x
dx;
(8) / — da;
0
Resolugao. Seja
+Oosin21'
/ dr = I + I,
T
0
1 . 9 “+o0o . 9
sin“ x sin® x
onde I; déf/ dr e Iy def / dx. O integral I; é do segundo tipo e Iy é
x x
0 1
do primeiro tipo. Sabemos que
sin?
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1
Como / x dx converge, entao [; também converge. Vamos agora investigar a con-

0
vergéncia do integral I5:

" sin? 71— cos 2 1 Fde 1 [ cos2
]2:/sm a:dx:/ — cos a:dm:_/_x__/cos T
x 2z 2 r 2 T
1 1 1 1
d Fsin?
O integral I, diverge, porque / & diverge. Em conclusao o integral / ST
x
0
diverge. [J
w/2
dx
h - .
(h) /sinpxcosqx’
0
. Assim,

Resolugao. Este integral tem singularidades nos pontos z =0 e x = 5

w/2 A
dx
sin? x cos? © smp x cos?x sin? x cos? x’
0 0

smp xcosdx

//
/ . Sabemos que
0

onde 0 < A < 5 Vamos investigar o integral Iy

1 1
sinf xcos?¢x  xP

dx
O integral / — converge se p < 1 dai, que I; também converge, se p < 1.
x

0

w/2
e dx
Vejamos o integral Iy o / — . Sabemos que
sim® x cos? x
A
1 1 1 7
~ xr— —.

Sin’ zcostz  sin? rsin!(5 —x) (5 — ) 2

/2
dx : )
converge, se ¢ < 1, portanto, o integral I, também converge

O integral / —
(3 — )

A
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para os mesmos valores de ¢. Deste modo concluimos que

w/2

dx
sin® x cos? x

0

convergese p<leg<1. 0O

1
xn
i —dx;
0 [ < da
0
Resolucgao. Este integral, para o caso quando n < 0, tem singularidades nos pontos

x =0 e x = 1. Na sua investiga¢do iremos partir o intervalo [0,1] em dois sub-

intervalos, por exemplo [0,1/2] e [1/2,1]. Deste modo temos:

1 1/2 1
" " "
——dx = —dx+/—dx.
/\/1—1'4 /\/1—:1:4 V1—at
0 0 1/2
Seja
1/2

PR
1 = T x4 xZ.
0

E facil constatar que

x?’L

V1—a4

~z,  x—0.

1/2

. dz . ~
Como o integral / — converge para valores —n < 1, isto é, n > —1, entao [;
o
0

também converge se n > —1. Vejamos agora o integral
xn
. / A
? V1—zt

n

T
= ~ z — 1.

Vi—a2t O —2) 0 +2)1+2?) 2V/1—2
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1
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. dx ) 1
O integral ——— converge, pois A = 3 < 1, consequentemente [, converge.

2V1 —=x

1/2
Em conclusao

f

converge se n > —1. [
2

(i) 1/@_3%;

Resolucgao. Este integral tem singularidade nos pontos x =1 e x = 2. Sendo assim

vamos partir o intervalo de integracao [1,2] em dois subintervalos, por exemplo,

[1,3/2] e [3/2,2],. Assim,

2 3/2
/ dx B / dx n / dx
(z—2rniz ) (z—2)rnlz (z—=2)pIn?a
1 1 3/2
Seja
3/2

e d
=

1

Fécilmente se constata que

1

x—2)PInz

(x —=2)PIn?x -

3/2
dx

O integral / ————— converge se ¢ < 1 dai, que I; também converge se ¢ < 1.
(=1)p(z — 1)

Vejamos agora o integral

2

I dif/ dx
7 ) =2z

3/2

E evidente que
1

1

(x —2)PIn?x -

(z —2)PIn?2’

r— 2
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2

dai, que o integral /

3/2
se p < 1. Deste modo temos:

dx

——————— converge se p < 1, portanto I, também converge
(x —2)PIn?x

2

/ dz
(x —2)PIn?x

1

convergese p<leg<1. U

13.3 Perguntas de controle
1) Defina integral improprio do primeiro tipo.
2) Defina integral improprio do segundo tipo.
3) Enuncie o teorema de comparagao (Teorema 35).
4) Enuncie o teorema de Dirichlet (Teorema 39).

5) Enuncie o teorema de Abel! (Teorema 38).

13.4 Exercicios propostos

1) Calcule os integrais:

“+o00

@ [

0
1

dx
(b) / PN

0
+oo

0
+oo

(d) / e “sinbrdr (a >0).
0

!'Nils Hendrick Abel (1802-1829) — matematico noruegués
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2) Calcule:

1

(a) limx/czstdt;

z—0

T

+0o0
/ tte tdt
b) lim £z .
(b) limy =7

3) Investigue a convergéncia dos seguintes integrais:

+oo

(a) /arctgax dz (a 4 0):

xn

0
“+o00

x"arctg x
> .
(b) / oo dx (n > 0);
0

+oo

dx
© / aP 4+ x’

0

Inx
(d) /1 — dx;

0
w/2

(© /%m

+oo d
x
f .
(£) /xplnqx’
1
+oo

dx
(&) /xp(lnx)q(lnx)r;

(h) /lxal(l — )" da.

+oo

4) Demonstre que se / f(x)dx converge e f(x) é monodtona, entdo f(z)=o (

a

1

X

)

145
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5) Seja f(z) uma fungdo mondtona no intervalo 0 < z < 1 e nao limitada na vizinhanga do

ponto x = 0. Demonstre que se existe /f(x) dx, entao

1
ol (kY
Ji%;f<ﬁ)—0/f@)dx

6) Se f(z) é tal, que para qualquer € > 0 existem os integrais

/f ydz e /f )dz (a < c<b),

cte
entao entende-se por valor principal (denota-se v.p) ao mimero

b

v.p/f( dv = lim /f da:+/f()d

+oo a
U.p/f(.r) dx:agrfoo/f(x) dx

dx
Assim sendo, mostre que v.p / — =0.
x

De modo analogo

+00
7) Mostre que v.p / sinzdr = 0.
+oo

8) Calcule v.p/

0

dx
2 —3x+2°

+oo

9) Calcule v.p/

—0o0

1+z
1+ a2

+o0
10) Calcule v.p/arctgxdac.

—00



Mobdulo 14

Aplicacoes do integral definido

14.1 Resumo teodrico

Seja L uma curva no plano, dada na forma paramétrica

$:¢(t)7 y:¢(t)7 a<t<p, (14‘1>

onde ¢(t) e 1(t) sao fungdes continuas no segmento [« 3], tais que para diferentes valores de
t € [a, ] correspondem diferentes pontos (x,y) (isto é, nao existem pontos multiplos). Tal
curva chamaremos curva simples nao fechada. Se os pontos A(¢(«); ¢ (a)) e B(o(5); ¥(B))
coincidem, e se os restantes pontos nao sao multiplos, entao a curva L chamaremos curva
simples fechada.

Seja L uma curva simples (pode ser fechada ou nao fechada), dada pela equagao (14.1).

Vejamos uma particao qualquer 7, do segmento [«, ], gerada pelos pontos
a=ty <t <ty <---<t,=0.

A esta particao corresponde a particdo, da curva L, dada pelos pontos
A= My, My, My, ..., M, = B,

onde M; = M(¢(t;);1(t;)). Juntamos estes pontos e obtemos a quebrada AM; M, ... B, cujo
comprimento denotamos por [(M;) e colocamos At = max (t; —tiz1).
O ntmero [ é o limite dos comprimentos das quebradas | (M;), quando At — 0, se para

qualquer € > 0 existe um § > 0 tal, que para qualquer partigao do segmento [a, ] para a qual
At < §, cumpre-se a desigualdade 0 <1 —1(M;) < €.

147
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Se existe o limite dos comprimentos das quebradas, quando At — 0, entao a curva L

chamaremos condenséavel, e o valor [ chamaremos comprimento da curva L.
Teorema 41. Seja L uma curva simples dada pelas equagoes paramétricas
z=0@), y=v({), a<t<p,

onde ¢(t) e 1(t) sao duas fungoes que possuem, no segmento |«, 3], derivadas continuas. Entdao

a curva L € condensdvel, e o seu comprimento calcula-se pela formula

B
z:/\@%ﬂ+¢%@a

Se a curva L é dada pela equacgao
y=f(z), a<z<b,

onde a fungao f(x) possui, no segmento [a,b], derivada continua, entdo o comprimento da

curva calcula-se pela férmula
b
[ = / V1+ f2(x)de.
Se a curva L é dada pela equacgao

r=r(®), ¢1<¢<

onde a func¢do r(¢) possui, no segmento [¢1, Po], derivada continua, entdo o comprimento da

curva calcula-se pela formula
2
1= [ VG + ) do,
1

A area S de uma figura plana, limitada por uma curva continua, definida por y = f(z) > 0,

por duas verticais * = a, x = b (a < b) e o eixo das abscissas, calcula-se pela formula

b

S:/}@mx

a
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A é4rea S de uma figura plana, limitada por duas curvas continuas y = yi(x), y = ya(x)

(y2(x) > y1(x)) e por duas rectas © =a, x =b (a < b), calcula-se pela férmula
b
S = /[yQ(x) — ()] dx.

A area S de uma figura plana, limitada por uma curva regular dada na forma paramétrica

pelas equacgoes
z=uxz(t), y=y),

por duas verticais x = a e x = b, e pelo segmento do eixo das abscissas, onde z(t) possui

derivada continua no segmento [ty,ts], calcula-se pela férmula

onde ¢; e ty sdo determinados pelas equagoes a = x(t1) e b = z(ts), sendo y(t) > 0 em [ty, o).
A area S de um sector, limitado pela curva continua r = r(¢) e por duas semi-rectas ¢ = «,
=0 (a < f),édada pela formula
] B
S = §/r2(¢) do.
o
O volume V' de um corpo, onde S = S(z) (a <z <b) é a area do corte do corpo por um

plano perpendicular ao eixo das abscissas, calcula-se pela férmula

vzja@m.

O volume V' de um corpo, gerado pela rotagao duma linha y = y(z), a < x < b, a volta do
eixo das abscissas, calcula-se pela formula
b
V= W/yQ(x) dx.

No caso mais geral, o volume dum corpo, gerado pela rotagao a volta do eixo das abscissas

de um anel, formado pelas linhas

() <yla) <yelx), a<z <D,
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onde y;(x) e yo(x) sdo fungdes continuas, nao negativas, calcula-se pela formula

b

V= / b2(x) — v (z)] d.

a

Se o arco duma curva suave (isto é, diferenciavel) definida por y = f(z), (e < x <) gira a

volta do eixo das abscissas, entao a area da superficie de rotagao calcula-se segundo a féormula

b
Sx:27r/y-\/1+y’2dx.

Se a curva é dada na forma paramétrica
v=uz(t), y=y), ti<t<t,

possuindo derivadas continuas z/(t) e vy'(t), t € [t1,t2], entdo a area da superficie de rotacao

calcula-se segundo a férmula

2
Sy = 27r/y- 2+ 2 dt.
t1
Os momentos estaticos e os momentos de inércia do arco duma curva plana definida

por y = f(x), a < x < b calculam-se segundo as féormulas:

b b
sz/y-\/l—l—y’de, My:/x-\/1+y’2dx,

b b
Im:/y2~\/1+y’2da:, Iy:/xz-\/l—l—yadx.

As coordenadas do centro de gravidade Z e § dum arco regular homogéneo da curva plana

y = f(z), a <z <b calculam-se segundo as formulas:

b
/x-\/l—i—y’zdx

Tr = b 5 y:

b
/\/1+y’2dx /\/1+y’2dx

a a

b
/y-\/l—i-y’zdx
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Os momentos estaticos e os momentos de inércia dum trapézio curvilineo, limitado pela
curva y = f(x), o eixo das abscissas e duas rectas © = a, v = b (a < b), calculam-se segundo

as formulas:

b b b b
1 1
M, = §/y2d:c, My:/:cyda:, I, = g/yg’d:c, Iy:/:czydx.
As coordenadas do centro de gravidade de uma figura plana de massa M, calculam-se
. M, M, ) . .
segundo as formulas © = V3 ey = A No caso da figura homogénea a sua massa é igual a

area dessa figura.
O trabalho realizado por uma forga variavel F' = f(x), que actua na direcgao do eixo OX

ao longo do segmento [a, b], calcula-se segundo a féormula:

14.2 Exercicios resolvidos

1) Calcule a area da figura limitada pela parabola y = 4z — 22 e o eixo OX .

Resolugao. A parabola y = 42 — 22 tem concavidade virada para baixo e os seus zeros

sao 1 =0, x5 = 4. Logo, ao calcularmos a érea, vira:

314

4
S:/(4x—x2)dac:2x2—x— =—. O
3], 3
0

2) Calcule a area da figura limitada por um arco do cicloide
r=2(t—sint), y=2(1—cost), 0<t<2r

eoeixo OX.

Resolucgao. Aplicando, directamente, a féormula vira:

27 27
t in 2t
/4(1—cost)2dt = 4/(1—2C08t—|—€082t) dt =4 (t— 2sint + 5 + SH;

2T
=127. O
0

0 0
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3) Ache a 4rea da figura limitada pela leminiscata p* = 2 cos26.

Resolugao. Aplicando a formula para o calculo da area da figura, para o caso quando a
linha que limita essa figura ¢ dada em coordenadas polares, e tendo em conta que basta

. ~ ﬂ- . re
calcular a quarta parte da area, correspondente a variacao 0 < 6 < 1 Vira:

w/4
1
S:4-§/2c0829d0:2sin20\g/4:2. O

0

4) Calcule o comprimento do arco da curva definida por y? =2 de z =0 até z =1, y > 0.
~ 3 . .

Resolugao. Comegamos por achar 3’ = 5\/5 Aplicando, directamente, a férmula temos:

1 3/2|}
1
/\/1+§xdx:2§7<1+?lx> 8 (—3\/13—1). O
0

T o7 \8
0

L

5) Calcule o comprimento do arco da curva

s
x = cos’ t, y:sin5t, 0<t< 5

Resolugao. Vamos, primeiro, achar as derivadas de z(t) e y(t):
2'(t) = —5cos*t-sint, y/(t) = 5sin*t- cost.

Agora, aplicando directamente a formula do célculo do comprimento do arco duma curva

dada na forma paramétrica, vira:

w/2 /2

L—/\/(—5cos4t~sint)2+(5sin4t-cost)2dt—5/sint-cost\/sin6t+cosﬁtdt—
0

0

w/2 w/2

D 1 3 5
:§/Sin2t\/1—l+z—lcos22tdt:—g/\/l—i—?)cos??td(cos%):
0 0

5 3 1
=—— [\/T_COSQt'\/1+3C0822t+§1n(\/§-0082t+\/1+3C0822t)]

8v3
5 2 -3
() o

w/2

0
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0
6) Ache o comprimento do arco da curva p = sin® 3
~ 0
Resolugao. Primeiro achamos a derivada p’ = sin? = cos

0<6<L

ol N

. Agora, pela formula que
permite calcular o comprimento do arco dado no sistema polar, vira:

w/2

w/2
2
L:/ sin6€+ Sin2€COS€ d@z/sin2€d0:
3 3 3 3
0 0
17r/2 20 1 3 20|"? 1
0

7) Ache o volume do corpo gerado pela rotagao a volta do eixo OX da figura limitada pela
curva y? = (x — 1)3 e pela recta x = 2.
Resolugao. A curva y? = (z — 1)? intersecta o eixo das abscissas quando x = 1. Assim,
2 2

V:W/y2da::7r/(x—1)3dx

1 1

2

1
Zﬂ(x—1)4 :%. O

1

8) Ache a area da superficie formada pela rotacao, a volta do eixo OX, do arco do sinuséide
s
y=sin2x de x =0 até z = —.

2
Resolugao. Achamos, primeiro, iy’ = 2 cos2z. Entao,

w/2

S, =27 / sin 22V 1 + 4 cos? 2x dzx.
0

Facamos a mudanca de variavel: 2cos2z = t, —4sin2xdx

1
dt, sin2xdx = _é_ldt'
Vamos achar os limites de integragao apds esta mudanca: se x = 0, entao ¢t = 2, se
i

r = 5 entao t = —2. Deste modo temos:

-2 2
1
SxZQﬂ’/\/l—i—t2 <_Z) dt:g/\/1+t2dt:
2 2

|-

' 1
:g [5\/1+t2—|—§ln (t+\/1+t2>
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52

9) Calcule o momento estatico e o momento de inércia da semi-circunferéncia y = v/r? — x2,

<2\/_ 5 \/_+2):g[2\/5+1n(\/3+2). 0

(—r <z <r) em relagdo ao eixo OX .

Resolugao. O momento estatico M, iremos calcular segundo a formula

b
M, = /y\/l +y?dx.

x
Assim, e tendo em consideracao que y' = ————, vira:

M, /m\/lﬁ- a:—'r’/ dr = 22

O momento de inércia calculamos segundo a féormula

b

Deste modo,

b r r
/ 2
Ia;:/(rg—xQ) 1—|—%dx:r/\/ﬂ—xzdm:%/\/r?—xzdx.
r2—ux
—r 0

a
Introduzindo a substituicao x = rsint e tendo em conta que dx = r costdt temos:

/2 w/2
3
Ix:27’/\/7’2—r2sin2t7’costdt:r?’/(l—i-coth)dt:%_ 0
0

0

10) Ache as coordenadas do centro de gravidade da figura limitada pelos eixos coordenados e

pelo arco da elipse x = acost, y = bsint que se encontra no primeiro quadrante;

Resolugao. No primeiro quadrante, quando x cresce de 0 até a, vemos que t decresce
de m/2 até 0. Assim,

a 0
4 4
t=— [ zyder = — /acost-bsint(—asint)dt—
mab mwab
0 /2
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/2
4a?b / 2 cost di 4a?b
= sin“tcostdt =
mab 3mab
0
e
a 0
N 2 2 2 : : :
g=— [ y"de = — [ bsint-bsint(—asint)dt =
mwab mab
0 /2
w/2
2b 4b
=" [ (1 —cos’t)dcost = —. O
s 3T

11) Que trabalho é necessério realizar para esticar, em 4 cm, uma mola, se sabemos que a

forca de 1 Newton estica 1 ¢m da mola?

Resolugao. Segundo a lei de Hooke!, a forca F necessaria para esticar uma mola em
x metros € igual & F' = kx. O coeficiente de proporcionalidade k achamos a partir da

condi¢ao: se z = 0.01 metros, entao F' =1 Newton, logo &k = 100. Assim,

o

.04
W = 100z dxz = 50z

210.04

o =008 0O

[en]

14.3 Perguntas de controle
1) Explique o conceito de curva simples fechada.
2) Escreva a formula que permite calcular o comprimento de uma curva condenséavel.

3) Escreva a formula que permite calcular a drea de uma figura plana dada em coordenadas

polares.

4) Escreva as formulas que permitem calcular os momentos estaticos e os momentos de inércia

do arco duma curva plana.

'"Robert Hooke (1635-1703) — matemaético, fisico e inventor inglés



156 E.V. Alves, M.J. Alves. Elementos de analise matematica. Parte I1

14.4 Exercicios propostos

1) Ache a area da figura limitada pela parédbola y = 4z — z* e o eixo OX.

s 0
2) Calcule o comprimento do arco da curva y = Insinz de z = — até x = 5

3) Calcule o comprimento do arco da curva

r = e’ cost, Yy = e'sint, 0<t<Inm.

4) Ache o comprimento do arco da curva p = 0%, 0<6 <.

5) Ache o volume do corpo gerado pela rotacao a volta do eixo OX da figura limitada pelas

curvas y? =z, 2 = v.

6) Ache a area da superficie formada pela rotagao, a volta do eixo OX , da curva y = z* de

z=0 até z = —.
2

7) Calcule o momento de inércia da area da elipse z = acost, y = bsint em rela¢ao ao eixo
oY .

™

8) Ache as coordenadas do centro de gravidade da figura limitada pelas linhas © = 0, x = 5

y=0, y=cosz.



Mobdulo 15

Séries numeéricas

15.1 Resumo teodrico

Vejamos a sucessao de termo geral u, e, formalmente, fagamos a partir dos seus termos

uma soma infinita

U U Uy =Y (15.1)
n=1

0.)
A soma g u, chamaremos série numeérica de termo geral u,. A soma dos primeiros n

. n=1
termos, 1sto &,

n
def
Sn:u1+u2+"'+un:§ U,
k=1

chamaremos n— ésima soma parcial da série (15.1).
Diremos que a série (15.1) é convergente (divergente) se converge (diverge) a sucessao

Sy, de suas somas parciais. Ao limite de S,, chamaremos soma S da série (15.1).

Teorema 42. (Condi¢ao necessdria de convergéncia)

o0
Se a série Y u, converge, entdo limu, = 0.
n=1

Teorema 43. (Critério qualitativo de Cauchy)

As duas afirmacoes sio equivalentes:
oo

1) A série > u, converge;
n=1

2)Ve>03aNeN Vp>0, peN:|S4,— S| <e.

157
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15.2 Exercicios resolvidos

1)

Dada a série
o0

1
z; n(n+1)

mostre, utilizando a definicao, que ela é convergente.

Resolugao. Por defini¢ao, afirmar que uma série é convergente significa que converge a

sucessao de suas somas parciais. Vejamos a soma parcial

- 1 1 1 1
;k(mw 12 23 T
D fracciio —— fraccdes simpl ! Voltand
ecompomos a Iraccao ————— €In Iracc¢oes simples: ———mm = — — ——. Ooltando
P S k1) ¢ PO e+ "k k+1

a soma parcial S, temos:

n

- 1 1 1
5= e =2 (5 7)) -
—~k(k+1) =\k k+1

_11+11++11_11
N 2 2 3 n n+1) = n+1

[e.e]
1
A sucessao 1 — 1 converge para 1, portanto a série Z

“n(n+1)

é convergente e a
n+

sua soma ¢ igual a 1. [

Utilizando a defini¢ao mostre que a série
= ()
Z gn—1
n=1

é convergente.

Resolucao. Compomos a soma parcial

k=1
vemos que S, é a soma de n termos duma progressao geométrica, cujo primeiro termo é
. 1 -

1 e a razao ¢é igual a —5 Em conclusao:
1\n

==

S, = T -
— 1)

[GCIN )

)
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2
que tende para S = 3 O

3) Ache a soma das séries

o0 (o]
Zq” sin na, Zq" cosna, |q] < 1.
n=1 n=1

Resolugao. Vamos compor duas somas:
n
_ k o
S, = q" sin ko
k=1

3

C,= ¢" coska,
k=1

[e.e] o)

onde S, e (), sao as somas parciais das séries E q"sinna e E q" cosna, respectiva-
n=1 n=1

mente. Usando a férmula de Euler!

e =cosx +isinz

vamos achar a expressao C), + 1.5,, onde ¢ = /—1:

n n n
Cn + 1S, = 5 ¢"(coska +isinka) = Y e = E (qe')*,
k=1 k=1 k=1
que &, afinal, a soma de n termos da progressao geométrica de razao ge’®, cujo primeiro

termo ¢ ge'®. Tendo em consideragao o facto |¢| < 1, entao |ge'®| < 1. Assim,

n

Co+iSu = (ge")" = qe™

k=1

[1 — (ge™)"]
1 — gei>

Calculando o limite obtemos:
lim(C, +iS,) = C +iS = 45—

1 — get@ (1—qcosoz)—z'qsinoz:

q(cos o + isin )

q(cosa+isina)[(1 — gcosa) + igsin q]

1 —2gcosa+ ¢?

"Leonhard Euler (1707-1783) — matematico alemio
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gcosa — ¢? i sin o
— 1 .
1—2qcosa+q> 1—2qcosa+ ¢?

Em conclusao, basta igualar as partes reais e as partes imaginarias:

gcosa — ¢? sin o

g

C = S = .
1 —2gcosa+ q?’ 1 —2gcosa + ¢2

4) Ache a soma da série
o0

> (Vn+2-2vn+1+vn)

n=1

Resolucao. Basta, somente, compor a soma parcial:

n

S =S WETZ-aVETT+VE) =

k=1

= (VB-2vV2+ 1)+ (VA—2V3+V2) + (V5 —2VA+V3) + -+
+(vVn—=2vVn—-1++vn—-2)+(Vn+1-2vVn++vVn+1)+
+(Vn+2-2Vn+1+vn)=1-V2+Vn+2-Vn+1=1-v2+

1
Vn+2+vn+1

Calculando o limite da soma parcial obtemos S =1 —+/2. O

5) Utilizando o critério qualitativo de Cauchy mostre que a série

i cosnz — cos(n + 1)z

n
n=1

converge.
Resolugao. Pegamos os termos S,4, € S, e vamos mostrar que para p > 0, p € N e
n > N o moédulo da diferenca é menor que um ¢ dado. Com efeito:
cos(n + 1)x — cos(n + 2)x+

n+1

Sty — Sl =

cos(n + 2)x — cos(n + 3)x cos(n +p)x —cos(n+p+1)x
Lcos(n+ 2z —cos(n+3)a  cos(n+p)r = cos(n+p+1)

n—+ 2 n-+p
_|cos(n+ 1)z cos(n +2)x cos(n + p)x cos(n+p+1)x <
B n+1 (n+1)(n+2) (n+p—1)(n+p) n+p
1 1 1 1

< + +oe - =
“n+1 (n+1)(n+2) (n+p—1)(n+p) n+p
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1 . 1 1 T 1 1 n o
T n+1 n+1 n+2 n+p—1 n+p n+p

n+1 €

2
Concluimos que |S,4p — Sp| <€ se N = {— - 1] g
£

=1
6) Utilizando o critério qualitativo de Cauchy mostre que a série Z — diverge.
n
n=1
Resolucao. Avaliamos o médulo da diferenca dos termos S, 4, € Sy:

1 1 1
Snip — Sp| = |—— >
[Sntp | ‘n—f—l—i_n—|r2—|r +n—|—p‘
1 1 1 P
> + +o = .
n+p n-+p n—+p n-+p
Nos usamos a avaliagao
L > L 1 =1,2 1
1=1,2,...,p— 1.
n+1l" n+p’ b
- n 1
Fazendo p = n, entdo |Sg, — S,| > — = =
2n 2
7) Utilizando o critério qualitativo de Cauchy mostre que a série
Z VAL n(n+1)
diverge.
1
Resolugao. Fazendo ¢ = 1 e p = n, avaliamos a diferenga
1 1 1
|Son — Sp| = + +o .
Vin+1D(n+2) /(n+2)(n+3) 2n(2n + 1)
. . - 1 1 ~
Atendendo que n+i < n+i+1, temos a avaliagao - > , . Em conclusao,
Vnt+i o Vn+i+1
1 1 1
Son — Sn| = + et ‘ >
%2 | ’\/n+1~\/n+2 Vn+2-y/n+3 V2n-v2n+1
1 1 1 n 1

> > >, O
n—|—2+n+3+ +2n~|—1 2n+1 4
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converge.

%) Di -
) Diga se a série ;Qn—l

~ ) 1 -
Resolugao. O termo geral u, = % da série tende para 5 # (0, portanto a condigao

necessaria nao se cumpre. Consequentemente, a série diverge. [

15.3 Perguntas de controle

1) Defina série numérica.
2) Diga, por suas palavras, o que entende por série convergente.
3) Enuncie o critério qualitativo de Cauchy.

4) Demonstre o teorema sobre a condigao necessaria de convergéncia.

15.4 Exercicios propostos

1) Demonstre a convergéncia e ache a soma das séries:

@3 (5+5)

(]

S
Il

(b) 22712;1;

(c) ;n(n—l—B)’
- 1

(d) ;n(n+1)(n+2);
—~ 2n+1

(¢) ;m7

- 1
(f) nZ:; arctgﬁ .

2) Utilizando o critério qualitativo de Cauchy mostre que a série
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converge.

3) Utilizando o critério qualitativo de Cauchy mostre que a série

o0

1

ne
n=1

converge, para o > 1.
4) Utilizando o critério qualitativo de Cauchy mostre que a série
1
2

diverge.



Moébdulo 16

Critérios de convergéncia para séries de

sinal positivo

16.1 Resumo tedrico

Teorema 44. (Primeiro critério de compara¢ao)
Sejam u, e v, duas sucessoes numéricas e suponhamos que, para n > N, se cumpre a
desigualdade 0 < u,, < v,. Entao:

o0 o

1) Se a série Zvn converge implica que a série Zun também converge;
n=1 n=1
o0 o0

2) Se a série Zun diverge implica que a série Zvn também diverge.
n=1 n=1

Sejam u,, e v, duas sucessoes numéricas. Diremos que u, é equivalente a v, (usa-se a

denotagao u, ~ v,), quando n tende para infinito, se

LU
lim — = 1.
(%%

Teorema 45. (Segundo critério de compara¢ao)

o0
Suponhamos que u, ~ v,. Entdo as séries E Up € E v, convergem ou divergem Si-
n=1 n=1

multdneamente.

Teorema 46. (Critério de d’Alembert')

!Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) — matematico francés

164
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Suponhamos que para o termo geral w, da série Zun, u, >0 (n=1,2,...) se cumpre a
n=1
tqualdade
un
lim —+L = )\,
un
Entao:

1) Se A <1 a série converge;
2) Se A > 1 a série diverge;
3) Se A =1 nada se pode dizer sobre a convergéncia da série.

Teorema 47. (Critério radical de Cauchy)

o0

Suponhamos que para o termo geral u, da série Zun, u, >0 (n=1,2,...) se cumpre a
n=1
1qualdade
lim /u,, = A.
Entao:

1) Se A <1 a série converge;
2) Se A > 1 a série diverge;
3) Se A =1 nada se pode dizer sobre a convergéncia da série.

Teorema 48. (Critério de Raabe?)

[e.e]

Suponhamos que para o termo geral da série Zun, u, >0 (n =1,2,...) se cumpre a

n=1

limn <un+1 — 1> =\
Up,

tqualdade

Entao:
1) Se A > 1 a série converge;
2) Se A <1 a série diverge;

3) Se A =1 nada se pode dizer sobre a convergéncia da série.

2Joseph Ludwig Raabe (1801-1854) — mateméatico suico
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Teorema 49. (Critério de Gauss®)

Suponhamos que para o termo geral u, da série Zun, u, >0 (n=1,2,...) se cumpre a

n=1
1qualdade
Uy, 14 0,
S
Upi1 + n + nlte
Entao:

1) Se A\ > 1 a série converge;

2) Se A <1 a série diverge;

3) Se A\=1 e u>1 a série converge;
4) Se A=1 e u <1 a série diverge.

Teorema 50. (Critério de Jamet)

A série E Up, Up > 0 converge se

n=1

n

1 — Yu, >p>1,
( “ )lnn =P
e diverge se

(1— ¢uy) = <1,

para n > N.

Teorema 51. (Critério integral de Cauchy)

Se f(x) (x> 1) € uma fungdo nao negativa, decrescente e continua, entao a série Z f(n)

n=1

converge ou diverge simultdneamente com o integral /f(:z:) dx.
1

16.2 Exercicios resolvidos

1) Utilizando os critérios de comparagao, d’Alembert ou Cauchy, investigue a convergéncia

das seguintes séries:

3Carl Friedrich Gauss (1777-1855) — matemético alemao
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(a)

167

oo
. m
E Sin 2_n ;
n=1
Resolucgao. Verificamos, inicialmente, se a condi¢ao necesséria de convergéncia cum-

pre-se, isto é, se o termo geral da série tende para zero. Com efeito:
. . T .
limsin — =sin0 = 0.
2n

Vamos investigar a convergéncia da série usando o critério de comparagao:

™ ™

sin on ~ o n — 0o,
porque
3 s
sin o
lim —* =1.
n—oo 2_71

(0.)
L. o, . . ~ L. ~ .
A série g on & @ soma infinita de uma progressao geométrica de razao 5> cujo
n=1
. . , T .
primeiro termo é 5 Assim,
T

— lim
1
2 1—3

-G _

S:

o0
. ,
g 81n2—n também converge. [J

o0
P ™
A série — converge, portanto
271 Y Y
n=1 n=1

o0

2.

n=1

1—|—n_
1+ n2’

- . . . 14+n
Resolucgao. A condicao necessaria cumpre-se, pois T2
n

— 0. Aplicando o critério

de comparacao temos

14+n 1
Up = ——— ~ — = Up.
1+n%2 n
A série harmonica Z — diverge. Com efeito:
n:ln
1 1 1 1 1 1
|Snip — Sn| = —— + +-+ > +oF =L ;
n+1 n—+2 n+p - n+p n-+p n+p n+p
n 1

pegando p = n obtemos |zg, — x,| > —. Daqui vemos que a sucessao S,

de somas parciais nao satisfaz o critério qualitativo de Cauchy. Pelo Teorema 45 a

sériei1+n diverge. 0O
— div )
n:11+n2 8
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0> (1)

1+ n?
14+ n3

2
Resolugao. A condi¢ao necessaria cumpre-se, pois lim( ) = 0. Temos

1+ n? 1+n2\* 1 N
~ —, consequentemente ~ —, n — o00. Basta investigar a
1+n3 n 1+n3 n?

1
convergéncia da série Z — - Aplicando o critério qualitativo de Cauchy, para p = n,
n

n=1
temos:

8 e T e
n— On| = N n - —=— €.
2 (n+1)2  (n+2)? 4n? n? n

o0
Como a série E — converge entao, pelo Teorema 45, a série inicial converge. [l
n

n=1

S (- va=T);

n=1
Resolugao. Fagamos, primeiro, algumas transformacoes algébricas no termo geral

da série, para tal vamos multiplicar e dividir pelo conjugado:

gy W=Dt vn—1) 1
SV 1= Vi vn—1 Vn+vn-1

Nesta forma facilmente vemos que o termo geral tende para zero, portanto cumpre-se

a condicao necessaria de convergéncia. Tendo em conta que
Vn+vn—1~2v/n,

quando n — oo, entao

Vn—vn—1~—, n— oo.

A série E F diverge, consequentemente a série inicial
n

S (- va=T)

n=1

também diverge, devido ao segundo critério de comparacao. [l
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(e)

o0

Z\/rﬂ—i—n%—l—\/n?—n—l'

)
n

n=1
Resolucao. Fagamos, como no exercicio anterior, algumas transformacoes algébricas

no termo geral da série, para tal vamos multiplicar e dividir pelo conjugado:
2n + 2
(\/n2+n+1—|—\/n2—n—1)'

1
un=—<\/n2+n+1—\/n2—n—1)=
n n

Nesta forma facilmente vemos que o termo geral tende para zero, portanto cumpre-se

a condi¢ao necesséaria de convergéncia. Tendo em conta que

Vn2+n+14++vVn2—n—1~ 2n,

1 2 1
quando n — oo, entdo —(Vn2+n-+1—vVn2—n—1)~ n = —, n—o00. A
n n-2n n

o0

série harmonica g — diverge, consequentemente a série inicial
n

n=1

o

Z\/n2+n+1—\/n2—n—1

n

n=1

também diverge, devido ao segundo critério de comparacao. [
(o] - T
2%sin —, 0<x < 3m;
3n
n=1

_ x x ) .
Resolugao. Temos, para 1 <n < oo, 0 < 30 < 3 < 7, pois 0 <z < 37. Assim,

x x 2\" 2\ "
2"sin — < 2" — =g - | = = .
0 < 2"sin an < an T (3) < 37 (3)

R .

Pelo teorema sobre sucessoes intercaladas temos que o termo geral u, = 2"sin n
n

converge para zero, pois 3w (§> é um infinitésimo. A condi¢ao necessaria de con-

e °] n
vergéncia, para a série dada, cumpre-se. Em conclusao, a série E <§> converge,

n=1
consequentemente a série inicial

ZZ”sin?%, 0<xz<3m
n=1

também converge, segundo o teorema de comparagao. [
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o0

(&) 2" - n!
g) > ——;
n=1 n
Resolugao. A condic@o necesséria de convergéncia cumpre-se, porque o termo geral

da série é um infinitésimo. Na investigacao da convergéncia vamos usar o critério de
d’Alembert. Assim:

C Uprr .. 27T (p+1)Inn 2 (n+Dnln® . 20"
lim—— =1 = lim =lim-—— =
Up, (n+1)m+L. 27 . pl 27 - nl(n + 1)ntt (n+1)m
" 1 " - n 2
—2%im | —— ) =2lim (1— — 9. =01 = 2 <1
n+1 n+1 e
portanto, a série converge. [J
- 1

h .
() ; (2n+ D)7

Resolugao. A condigao necesséria de convergéncia cumpre-se, porque o termo geral
da série é um infinitésimo. Na investigacao da convergéncia vamos usar, como no

exercicio anterior, o critério de d’Alembert. Assim:

. Upt1 .. Cn+ D0 (2n +1)!
lim = lim —= = lim =
U (2n + 3)! (2n+3)(2n +2)(2n +1)!
li ! 0<1
= 111n =
(2n +3)(2n +2) ’
portanto a série converge. [
. = n
(1> 2_n’
n=1

Resolucgao. Verificamos se a condi¢ao necesséaria de convergéncia se cumpre. Temos

n(n—1 n(n—1 n

que 2" = (1+1)" = 1+n+¥+-~ > %,portan‘c00< on 1
! " n—

n — oo. Pelo teorema de sucessoes intercaladas concluimos que o termo geral é um

— 0,

infinitésimo.
Aplicando o critério de d’Alembert:

n 1) 2™ 1
hmuzhmu:hm (1+_) .
n

Uy, n - 20+l

1
= - <L
2

DN | —

A série converge. [

0 2

G)E:%y

n=1
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Resolugao. Aplicando duas vezes o teorema de Stolz* temos:

n? 2n + 1 2
1m4n 1m3‘4n 1m9_4n 0

171

A condig@o necessaria cumpre-se. Em conclusao, aplicando o critério de d’Alembert

temos

o (n+1)?o4n 1N 1 1
th—hm 1—|—5 Z_Z<17

dai que a série converge. [
[e.@]

24-7-10---(377,—1—1).
2.6-10---(4n—2)’

n=1

Resolugao. Aplicando, directamente, o critério de d’Alembert temos:

. Un+1 . 3TL+4 3
1 =1 =-<1.
1m U, 1m4n+2 4

Portanto a série converge. [l
n

00 .. 92
sin® ko
nw ;
; gl—l—xz—l—cos?koz
Resolugao. Vamos fazer algumas avaliagoes:

1 1
coska>0= 142> +cos?ka >1+2? = < )
1422+ cos?ka = 1+ 2?2
Assim,
sin? ko sin? ko 1
14+ a?2+cos’ka = 1422 = 1+a?
consequentemente
ﬁ sinfka 1 I |
St l+a?+cos?ka T 1+ a? 1+a22  (1+a2)"
Suponhamos que z = 0, entdo a nossa série converge. Se x # 0, entao
0o n .. 9 )
sin“ ko nx
Z ne H 2 2 S 2\n*
14 a?+ceoska T (14 a7)
: o . ) - nw
Aplicando o critério de d’Alembert para a série majorante Z ——, ¢ # 0,
— (1 + x2)n
temos: N . . )
i (MDA n L <1
n(l+ x?)"+x n(l+2z?) 14 22

Em conclusao, ja que a série majorante converge, a nossa série converge. [

“Otto Stolz (1842-1905) — matematico alemao
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(m) >
—(n+)"
Resolugao. O critério necessario de convergéncia nao se cumpre:
n+% n., % o
lim T g gy Yy
(n+3)" n*(1+ 5)" (1+52)"

Portanto a série diverge. [J

= 1
n )
n=1
Resolugao. A condig¢@o necesséaria cumpre-se, pois o termo geral tende para zero.

Aplicando o critério radical de Cauchy obtemos:

1 1
lim {/u, =lim {| ——— =lm———=0< 1.
A 1m \/ In"(1+n) o In(1+n)

Em conclusao, a série converge. [

(0) i (an+1>n;

n=1

Resolugao. E evidente que o termo geral tende para zero. Aplicando o critério

radical de Cauchy temos:

" 1
lim,”/un—lim"( n )—lim o :§<1.

2n+1 2n+1

A série converge. [

i n3(vV2 + 1) ‘

n 7
n=1 3

Resolugao. O termo geral é um infinitésimo. Aplicando o critério de Cauchy temos:

W n3(v/2 + 1)

lim4{/ ——— =1lim

3n

1.

Vnd(v2+1) V241 §
3 3

A série converge. [

2) Utilizando os critérios de Raabe ou Gauss, investigue a convergéncia das séries:




Mboédulo 16. Critérios de convergéncia para séries de sinal positivo

173
Resolucao. Aplicando o critério de Raabe temos:

limn( Un__ 1) =limn [(
unJrl

2n — DH!1(2n 4+ 2)!1(2n + 3) .
2n)2n+ D) (2n+1) } =
T [(% — D)2 + 2)(20)!!(2n + 3)

1] =
2n)(2n +1)(2n — H!1(2n + 1) }
=limn (2n+2)(2n+3)_1 =limn ﬂ =
(2n + 1)2 dn? +4n +1
" 6n* + 5n 3 -
= lim == :
In?2+4n+1 2
A série converge. [
= n!
b
(b) ;(x—l—l)

, x>0;

Resolucgao. Aplicamos o critério de Raabe:

limn( Un —1) zlimn[
Un+41

) (x+n+1

=limn| ———

—1):1imn( L )::1:.
n+1

n+1
Em conclusao: para z > 1 a série converge, para < 1 a série diverge.
= nle”
(©) 2.

nl(x+1)---(x+n)(x+n+1)

mt )@+ (@+n) _1] =

nrte’
n=1

O

1 1 1
In(l1+ —) ~
( n)

Resolucgao. Neste exercicio vamos utilizar a seguinte decomposicao assimptotica:

n — oo.
n  2n?’
Assim,

Uy, nle™(n 4 1)"+ett

1 1 n+p
Upr1  (n+ Dlertl.pntr e n
_ 1 (L) | 1) (- gh) 3
e
Portanto,

= e n

, N — 00.
n
_ 1
limn( Un —l)zlimn(p 2) .
Un+1

1
A série converge se A > 1,istoé, p—=>1=p> —.

> U
2
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= [1-3-5---(2n—1)1"
d .
(>;{ 2:4-6---2n }’

Resolugao. Vejamos a expressao

u,  [1-3-5---(2n—1)]" 2:4-6---2n(2n+2) P
| 2--44:6---2n 1---3-5---(2n—1)(2n+1)]

Un+1

2n + 2\\” 1 P P p(p—1)
(Qn—i—l) ( +2n+1) Tt 2@t T

Segundo o critério de Gauss a série converge, para valores de p > 2. [

16.3 Perguntas de controle

1) Enuncie e demonstre o teorema de comparagao.
2) Enuncie o critério de d’Alembert.
3) Enuncie o critério qualitativo de Cauchy.

4) Suponhamos que ao investigar a convergéncia duma série vocé aplicou o critério de

d’Alembert e encontrou A = 1. Que conclusoes tira deste facto?
5) Diga o que entende por sucessoes equivalentes.
6) Enuncie o critério de Raabe. Dé um exemplo, onde este critério é aplicavel.

7) No resumo teorico supoe-se que o termo geral da série é positivo. Como aplicaria os

critérios por si conhecidos, caso o termo geral fosse negativo?

16.4 Exercicios propostos

1) Com ajuda do teorema de comparagao investigue a convergéncia das séries:

= 1
@ 2 Gt
1

NE

(b)

CERICEDR

i
I

n+1
n(n+2)’

NE

()

1

S
Il
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4) Utilizando o critério de Raabe ou Gauss investigue a convergéncia das séries:

0o \/m '
® L G e Ve E Ve

n=1
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> nln™?
(b) > q>0;

a(g+1)---(g+n)

© ip(erl)---(ern—l) 1

n! nt’
5) Investigue a convergéncia das séries:

Vn+2—+n—2

Y

o0

(a)

nOé

() Z(%— 1n”21>,
(e) > mP eV

> 1
() ;ln2(sin l)’




Moébdulo 17

Critérios de convergéncia para séries de

sinal arbitrario

17.1 Resumo tedrico

[e.e]

A série numérica de termos de sinal arbitrario E u, converge de modo absoluto se a série

n=1
[eS) o)

E |u,| converge. A série E u, converge de modo condicional se ela converge, mas a série

n=1 n=1

Z |u,| diverge.
n=1
Teorema 52. (Critério de Leibniz)
Suponhamos que u, >0 (n=1,2,...) e além disso se cumprem as condigoes:
1) w, € decrescente, isto €, upy1 < Up, n=1,2,....
2) limu, = 0.

o0
Entao, a série E (—1)"u,, converge.

n=1
Teorema 53. (Critério de Dirichlet)

Sejam a, e b, os termos gerais de duas sucessoes tais, que:
1) a, € decrescente e lima, = 0.
n
2) B, = Z by € limitada.
k=1

177
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(o]
Entao, a série E a,b, converge.

n=1

Teorema 54. (Critério de Abel)

Sejam a, e b, os termos gerais de duas sucessoes tais, que:

1) b, € mondtona e limitada.

o0
2) A série Zan converge.
n=1
o
Entao, a série Zanbn converge.

n=1

17.2 Exercicios resolvidos

[e.9]
. . . - : —1)t
1) Investigue a convergéncia absoluta e convergéncia condicional da série g %

n=2

(-1

o
Resolugao. Por definicao a série g ——— converge de modo absoluto se converge a

npP
n=1
= 1
série E —- Sabemos que esta tltima série converge se p > 1.
n
n=1

©  1\n—1
A série E % converge condicionalmente se ela converge, mas nao converge de modo

1
absoluto. O termo u,, = - ¢é decrescente e tende para zero se p > 0 e, consequentemente,
n

pelo critério de Leibniz ela converge para valores de p > 0. Em conclusao: a série

o
-1 n—1
Z % converge condicionalmente se 0 < p < 1 e converge de modo absoluto se
n
n=1
p>1. O

2) Investigue a convergéncia condicional e convergéncia absoluta da série
o
-1\
> In {1 &Y ] :
npbP
n=1

Resolugao. Suponhamos que p < 0, entao o termo geral In [1 +

(=n"

np

} nao tende para

zero, portanto a série diverge.
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Suponhamos, entao, que p > 0. Utilizamos a equivaléncia

N 1" 1
ln[l—F( )}N( ) — ,  m — 00.
np np 2n2p
A série Z s converge, segundo o critério de Leibniz, se p > 0 e a série f: 1
v ge, seg p e
n=2 1 1 n=2
converge se 2p > 1, isto é, p > 5 Assim, a nossa série converge se p > 3

Vamos analisar a convergéncia absoluta. Tendo em conta que

)l

np np’

n — oo,

In {1—1—

_1)n
entao, pelo critério de comparacao, a série Z In [1 + %} converge de modo absoluto,
n

n=1
1 1
para valores de p > 1. J& que converge para p > 3 entao para 3 < p <1 ela converge
condicionalmente. [J
1)”
Tx+n’

Investigue a convergéncia condicional e convergéncia absoluta da série g

[e o]

—1)»
Resolugao. Por definicao, a série g ( +)
T+n

n=1

converge absolutamente se convergir a série

o0

1 1 1
Z . Tendo em conta que ~ — entao, a série Z
r+n n+x n —
o

e}

diverge, portanto,
x

a série

+ néo converge de modo absoluto. Contudo, pelo critério de Leibniz, se
r+n

3

)

n

o0
—1
x#—n,n=12,..., asérie Z ( n converge, portanto ela converge condicionalmente.
x
n=1
U
o0
(=1)"
Investigue a convergéncia condicional e convergéncia absoluta da série Z :
7 [n+ (=)

Resolucgao. Para valores de p tais, que p < 0, o termo geral nao tende para zero, o que

significa que a série diverge. Pegando p > 0 e fazendo algumas transformagoes no termo

geral temos:
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= — —
— peEg n — 00.

~ (1) np{l—i—p _1:_1] S A

1)

Para p > 0 a série Z converge, pelo critério de Leibniz, e a série Z

1
— npP+
converge, segundo o teorema de comparagao. Assim, a série Z (=1 converge,
= n+ (=1
para valores de p > 0. Vejamos a convergéncia absoluta da série i (=1 , isto
[0+ (=1)"1]p

é, a convergéncia da série i L Tendo em conta que

& I+ (—L d

1< (-D)"!'<1l=n—-1<n+(-1)"'<n+l= (n—-1)7

S+ )P <
1 1 1
R TN G e T TR VI
A série Z T, converge, se p > 1; pelo critério de comparacgao implica que a série
n=2
> = (1

1
converge, para valores p > 1. Em conclusao, a série
2 frr (- P g 2 s (-1
converge de modo absoluto, para valores p > 1, e converge de modo condicional para

valores 0 < p <1. [

5) Demonstre a igualdade

in(“H)zsin 2z

n
) sin
E sin kx = ——
sin £
k=1 2

~ " . .. . X
Resolucgao. Fazendo S, = Z sin kx e multiplicando ambos os lados por 2sin 3 temos:
k=1

QSing-Sn:kZZsing-sinka::

-y - Ets)a| =cos? + )=
= 1 COS 5 X COS 5 | = COS 9 cCoS | n 9 Tr =

k=
9 g n+1 .n
= 2sin T - sin —x.
2 2
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5 sin(“H )z sin 2
Em conclusao: S,, = —— N
S1n 3
Investigue a convergéncia da série
o
n'n . onr
- sin —.
n 4
n=1
In%p nmw

Resolugao. Fazendo a, = e b, = sinz, vamos verificar se as condigoes do

n

n
c . .. . m . .
critério de Dirichlet se cumprem. Denote-se B, = > sink—. Pelo exercicio anterior
k=1

temos:
"7 sin(n + 1)g sinng 1
|B,| = E sink—| = — < —,
4 sin Z sin Z
k=1 8 8

isto ¢, a sucessdo B,, é limitada, cumpre-se o ponto 2) do critério de Dirichlet. O ponto

lnlOO n

¢ decrescente a partir de valores n > !9 e tende para

1) também se cumpre, pois
ZETO0.

o0
n'“n | nr
-smI converge. [J

Em conclusao, a série

n
n=1

Demonstre a igualdade

“ (—1)"cos &ty

2cos Z
k=1 2

Resolugao. Fazendo C),, = Z(—l)k cos kx e multiplicando a esquerda e direita por
- k=1
2 cos 5 temos:

n

2COS§ O = Z(—l)kQ cosgcos kr =

k=1
= 2k +1 2k — 1 T L2+l
= cos x + cos x| =—cos—+ (—1)"cos r =
2 2 2
k=1

1 —1)" cos 2Ly
2 2 cos ”2—”

Nota. Nos utilizamos a formula
2k +1 2k —1

2 cos g cos kx = cos + T + cos z. O
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8) Demonstre que a série

i (=" cos 2n

n

n=1

converge.

Resolugao. Fazendo a, = — e b, = (—1)" cos 2n temos:
n

1
a) a, = — é decrescente e tende para zero;
n

b) com base no exercicio anterior e fazendo x = 2 temos

n

Z(—l)k cos 2k

k=1

1 —-1)" 2 1 1 11
B, = _'__+( )" cos(2n + 1) _ Lcos™l

2cos 1 2

Portanto, ja que as condigoes do critério de Dirichlet se cumprem, implica que a série

converge. [

9) Investigue a convergéncia da série

o .
Z Sll’l2 n
n .

n=1
- 9 1 —cos2n L.
Resolugao. Fazendo sin®n = 5 reescrevemos a série
ST oo oo
1-— 2 1 11— 2
Zsm n:Z( cos 2n) __Z(_]-)Zn( cos n)
n=1 n n=1 n 2 n=1 n

,, COS 21
tam-

A série E converge, segundo o critério de Leibniz, e a série E (—1)
n
n=1 B n=1
bém converge, segundo o critério de Dirichlet. Em conclusao, a série

n

2

(o ¢] .
ZSIH n
n

n=1

converge. [

10) Investigue a convergéncia da série

(D"
HZ:; v+ (=1
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11)

12)

Resolugao. Vamos multiplicar e dividir o termo geral pelo conjugado /n — (—1)":

=" =EDVe =D DR

NGRS n—1 n—1 n—1

Assim, a investigacao da convergéncia da série

S
2 Jat (-1

o0

1
resume-se em verificar se a série E

n_

(="

1 converge, pOlS a série E ———— Con-

5 Vit (=1)"

verge, segundo o critério de Lelbnlz Em conclusao a série

S
2 Jat (-1

1
di di U
iverge, porque diverge a série Z 1
Investigue a convergéncia da série
> (1) sin(rVn? + k?).
n=1

Resolugao. Vamos verificar se a condi¢ao necesséaria de convergéncia se cumpre. Fazendo

algumas transformacoes ao termo geral

sin(mvn2 4+ k2) = (—1)"sin[r(vVn? + k% — n)] =
I
- Vit B2 4

portanto a condi¢ao necessaria de convergéncia cumpre-se. Aplicando o critério de Leibniz

— 0, n — oo,

vemos que a série

D () sin e

n=1

converge. [J

Investigue a convergéncia da série

00
z:: - COS Zl
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Resolugao. Vamos transformar o termo geral. Temos

2 2 2411
Cos nﬂi 1= (—1)" cos (nﬂi . mr) = (—1)"cos (WL — 7m) =

— (—1)" cos {w(“ 1)n(”+_1 D+1 —m] — (—1)"cos {ﬁ(n_ T _m} _

SR ER E—E )

Assim,
e 1 n2 e 1 n+1
Z 5 cos — :Z( 2) cos( " >
“—n"n n+1l 4= In"n n+1
o ( 1)n+1
Em conclusao, aplicando o critério de Abel, vemos que a série Z TZa converge
n‘n
n=2

™

(segundo o critério de Leibniz) e a sucessao cos ( 1> ¢ monoétona e limitada. Pelo

n +
critério de Abel concluimos que a série inicial converge. [

13) Investigue a convergéncia da série

o
Z sinn - Slnn

n=1

Resolugao. Fazendo a, = — ¢ b, = sinn - sinn? constatamos que a, ¢ decrescente e

tende para zero e que a sucessao de somas parciais

n

% Z[cos k(k—1) —cosk(k+1)]| =

k=1

|Bn| =

1
= 5]1 —cosn(n+1)| <1
é limitada. As condig¢oes do critério de Dirichlet cumprem-se, portanto a série

o0 . . 2
Z Sinn -sin
n

n=1

converge. [
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14) Investigue a convergéncia da série
o0
g sin n?.
n=1

Resolugao. Vamos primeiro verificar se o termo geral da série tende para zero. Supon-

hamos que seja verdade, entao sin(n + 1) — 0. Assim,
limsin(n + 1)? = limsin(n® + 2n + 1) =
= lim [sin n* - cos(2n + 1) + cosn? - sin(2n + 1)] = lim cosn® - sin(2n + 1) =
= limsin(2n + 1) - V1 —sin?n? = lim sin(2n + 1) = 0.
De acordo com a tltima igualdade temos, que
limsin(2n + 3) = limsin [(2n + 1) + 2] = lim [sin(2n 4 1) cos 2 + cos(2n + 1) sin 2] =
=sin2 - limcos(2n + 1) = 0.
Ja que limsin(2n + 1) =0 e limcos(2n + 1) = 0, entao
limsin*(2n+1) =0 e limcos*(2n + 1) = 0.

Em concluséao

lim [sin?(2n + 1) 4 cos?(2n + 1)] = 0

o que contradiz a férmula fundamental da trigonometria. Portanto a série diverge. [J

17.3 Perguntas de controle
1) Enuncie o critério de Leibniz.
2) Deé a defini¢ao de convergéncia absoluta e convergéncia condicional.
3) Enuncie o critério de Abel.

4) Enuncie o critério de Dirichlet.
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17.4 Exercicios propostos

1) Investigue a convergéncia das séries:
00 (_ 1) n(n271)
a) Z on ’
n=1
= 2n +100\"
b )" = .
e (5T
2) Investigue a convergéncia das séries:
o0 \/ﬁ
1y
2 21" o

b) Z(Z\}%n.

3) Investigue a convergéncia das séries:

a) i(—l)" sin (W\/m) ;

Inn . nm

5) Investigue a convergéncia das séries e estabeleca o seu carécter (isto é convergéncia abso-

luta, condicional):

= 3n —2
-1 n+1 .
) 3t
= (n+1)(=1)"!
b )
6) Seja
ap + arx + - - - + apa?

R(I’): bo—i‘bll'—f—-"—f-bq.l’q
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uma fun¢ao racional, onde a, # 0, b, # 0 e |by + byx + --- + by > 0, para = > ny.

Investigue a convergéncia absoluta e convergéncia condicional da série E (—1)"R(n).

n=ngo

0
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Solucoes

Modulo 1. Continuidade e continuidade uniforme

1.

a) E continua

b) E descontinua

¢) E continua

d) E descontinua no ponto x = 0

e) E continua se a = 0 e descontinua se a # 0

2.

a) r = —2 e x = —1 sdo pontos de descontinuidade de segunda espécie

b) # = 0 é ponto de descontinuidade evitavel; os pontos z = km (k = £1,£2,...) séo
pontos de descontinuidade de segunda espécie

c) x =0 ¢é ponto de descontinuidade evitavel

3.

a) x = —1 & ponto de descontinuidade de primeira espécie

b) z =1 é ponto de descontinuidade tipo degrau

4.
a) f(0) =0
b) f(0) =0

6. Nao é uniformemente continua
7. B uniformemente continua

8. Nao é uniformemente continua

9.
a) d=¢> (e<1)
b) 0 =¢/3

e €2
5 —
) mm(3 3+a)
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Modulo 2. Derivada e diferencial. Regras de derivacao

10.
a) wr(0) < 5v2
b) ws(61V3

1. Az =0.005, Ay=1¢e"0% —¢
2. Az =—-0.009, Ay = 990000
3.

a) 0

b) Ay = (2az + b)Ax + a(Az)?
¢) Ay = a®(a”® — 1)

d.
a) 0
b) 3x?
1
C) —P
3
d) —
Y
) 1
¢ 0052135
f
) 1—22
6. f((1)=-8, f(2)=[f(3)=0
7.4
s
8. 1+ —
i 4
9. f'(a)
11. )
N
a) NG T
b) 2?4+ 1z —2
¢) 10a*z — 5z*
d) 2z —a—">

g) xsin 2a + cos 2«

)
h) mn[z™ ! + 2" + (m + n)z™ T

) —(1—2)%(1 —2?)(1 — 2%)%(1 + 6z + 152% + 142?)

Solugoes
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. 1 4 9
J)_(E—FE—}_E)’ x%o

12.
2) 2(1 + 2?)
ETS
R
0 1 — x + 422
=P+ 2"
12 — 62 — 622 + 223 + 5zt — 32°
d) (1 —2x)3
o) — (1—2)" ' (p+4q) + (p — )]
(14 z)l+e
f) 6 + 3z + 822 + 42> + 22* + 32°
V2 +223/(3 + 23)?
(n—m)—(n+m)x
() R/(1 = ) (1+ )"
h) &
) (@ I 22)3
- (1+ 22)3
1+ 222

RN
) 142z + 4/ 2+ Jx

8T+ r\/x+\xr + x

1) —2cosz(1+ 2sinx)

m) z?sinx

n) —sin2z cos(cos 27)

)

o) nsin" ' xcos(n + 1)
p) cosx cos(sin x) cos[sin(sin x)]

2sin x(cosxsma: — rsin x cos 7?)
q) ;

sin? x
1+ cos®x
r Qa3
2sin° x

S) nsin T

cos"tl ¢

72

t)

(cosz + xsinx)?
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2
sin?
v) —2ze”

u)

8
) 3sin* x¥/ctgx
x) x2e”
y) r?e Tsinz
13.
a)

e*(sinx — cos )
2 sin? 5

1+1In%3 |
———— —sinx

zInzIn(lnz)

6

z1n z In(In z)
T

xt—1
1

312 —2
1
vaz+1
) In(o + VaZF )
k) In*(z + V22 + 1)

h)

i)

1
1
) a — bx?
1
sin x
1
n)
COS T
o) —ctglx
1
COS T
) VD2 — a2
4 a+becosx
1
r) . Inz

l+z+2+Ins
(I+zln )1+ zIn(2 +In )]
t) 2sin(lnx)
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14.

a) !

V4 — 22
) 1
V142 —a?
x
€) ————=arccosx

VA

2ax
x4 + a?
) 1
e —

|z| Va2 —1

f) sign (cosx)

) 2sign (sinz) cos
g

V1+cos?x

sinx + cosx

d)

2x+/x — 1 arccos \/LE

(z +a)(2? +b?)
1

3+ 1
p) (arcsinz)?

15.
a)

b)
c)

d)

n)

0)

zlnz
@1
T arcsin x
(1 —22)3
1225
(1+ z12)2
sin 2z

sin z + cos* z

V1— 22 x

e —
) T V1— 22
16.

l1—=x
In 4/
1+z

193
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sin asign (cosz — cosa)

1 —cosacoszx
) 22 (cos x? + sin 2?)
sin(222)
f) 2z[sign (cos 2%) + sign (sin z?)]

e

. (1
g) 1+a7(1+Ing) +2%2° (-+1nx+1n2x)

h) (sinz)' % (ctg2z — Insinx) — (cos x)1+sine(

)
)
17.
)

tg2x — Incos )

—
_|_
&l\D

) 54 — 36z + 422 + 223
3z(1 —x)(9 — 2?)

P@)¢ () + ()¢ (2)

19
) 2zf'(x?)

b) sin 2z[f(sin® x) — f'(cos? )]
) /e f'(e") + f'(x) f(e”)]
d) f(x) fLf (@) AL ()]}

@)

[\

n >0
n>1

a

) f
0.
)
b)

Solugoes
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c)n>2
21. f'(a) = —¢(a), f"(a)= ¢(a)
22.

a) Nao é diferenciavel no ponto z =1

2k —1
b) Nao é diferenciavel nos pontos = = K m, k € inteiro
¢) Nao é diferenciavel no ponto z = —1
23. a=2xy, b= —u?
ki + ]{/‘2 ak’g + bk,
24, y=A(x — —b)(x—c), A= — =z
y (x a)(‘r )(LU C)7 (b - a)2 I C kl + kQ
3m? m?
%. 4=t b=t
b a 2¢’ 2¢3
28.
a) 6 (1 — \/E)4
t(1 — /t)3
b) y, = —1
¢) y, = ——ctgt
a
d) ¥, = —tgt
e) y, =ct !
29. .
a) y = ——
r—Yy
b)y =L
ybz
x
/ _ ——
)y 2
Y
d) v = =
)y ,
0) ¢ = Tty
r—y
30.
a) Af(1) = Ax + 3(Ax)? + (Az)?
b) df(1) = Ax
31.
a) (14 z)e*dx
d
b) ——
xvaz? —1
32.

a) vwdu + vwdv + uvdw
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b) — udu + vdv
(u? + v2)3
vdu — udv
c) ————

u? + v?
33. 1 — 423 — 326
34. Aumentarid em 104.7
35. 1.007
Modulo 3. Interpretacao geométrica e mecanica da derivada
Lok =2 g —a
. 1 — AZL’, 2 —
2. 4.01
3. 210.05
4. 3
2
a) y=Vir+1); y=-—7(r+1)
b)y=3 x=2

c) x=3; =0
19

5. ({=,—1; (0,2
(31) ©2
s

6. —
!

7. —
2

9. v> —4ac=0

11. 32— 2y =0

12.

a) 3r +5y —50=0; bHzr—3y—108=0
b) x+2y—3=0; 2xr—y—1=0
13. 8
14. 107
15. 24
Moédulo 4. Derivadas e diferenciais de ordem superior

1. )
2sinx
a

cos® x

b) + 2arctg x

1+ 22

a) 2(uu” + u'?)
un — u'? o —
b) — 5

u2

2

v
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(u? + v?) (uu” + vv”) + (Vv — ur')?

(u2 + 1)2)3

c)
3.
a) 8x31f”’(x2) + 12xé‘”(x2) ’

)~ (1) = 1) = L))

) 7" (nz) — 37" (n) + 27 (n)]

4.
dz?

a) —————

(1 + x2)3/2

2lnx — 3

1

c) z%[(1 +1nz)? + E]dﬁ
6

a) ud*v + 2dudv + vd*u
b) u™ 2" 2{[m(m — 1)v*du® + 2mnuvdudv + n(n — 1)u*dv?] + wv(mvd?u + nud®v)}
) vd*u — ud?v) — 2dv(vdu — udv)
)
d) [—2uvdu?® + 2(u?* — v?)dudv + 2uvdv? + (u? + v?) (vd*u — ud*v)] X (u® + v?)~2
7.

o

) 3
a —
4(1—1t)
1
b
0
8. y® =4.6!, ¢y =0
am(m + 1)(m + 2)
9. —
xrm+3
10. 220¢?* (2 4 20z + 95)
19711(399 — )

11.
2100(1 — x)loom
12. e® ) (=1)

13.
a) 120dx®

b) —1024(z cos 2z + 5 sin 2z)dx'°
N 4 6 8 6 A
Modulo 5. Teoremas sobre funcoes diferencidveis

1.
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a) cresce para x € (—b/2a,+00), decresce para x € (—oo, —b/2a)
b) f(x) é crescente em todo o seu dominio
-1+ 22 + 222 — 22" + o(2?)
x (m —1)z?

3
2
4. a+ ma™—1 B 2m2a2m—1 + o(x )

5 1 1 . 1

" 2% 8x3 © 3

7.

2) |R(z)| < —>
(n+1)!

1
b -
) IR@)] < 5

¢) |R(x)|] < 21- 1076
d) [R() < ¢
8. || < 0.222
9.
a) 3.1072
b) 1.64872
c¢) 0.309017
d) 0.182321
10. 2.718281828
11. 2.2361
12.
a) a/b
b) 2
) ()
Moédulo 6. Esquema geral de estudo de uma fungao
1.

a) maximo y = 9/4 quando x =1/2

b) Nao tem extremos
¢) minimo y = 0 quando z =0
2.
5—+13

a) minimo y = —0.76 quando x = 5 maximo y = 0 quando x = 1, minimo
5+ V13
6

b) maximo y = 2 quando z = 1, minimo y = —2 quando z = —1

y =~ —0.05 quando x = , nao ha extremos quando = = 2
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1
¢) minimo y = ~51 quando = = 7/5
2 2 3x
d) minimo y = —§6_4+2k” quando x = —% + 2km, maximo y = gei”k“ quando
3
r = Zﬂ + 2km
3.

a) minimo y = 0, maximo y = 132
b) minimo y = 1, maximo y = 3
4.

a) inf f =0, sup f = 100/e

b) inf f =0, supf:%(1+\/§)

c) inf f = —\/75 exp(—3n/4), sup f =1

6. —R®
3v3
q q a a q a
7. a = arccos — se arccos — > arctg—; « = arctg— se arccos — < arctg—
P b b P b
Moédulo 7. Primitiva e integral indefinido
6252° 102° 7
120 12520 + 302° — ;7 +—%;—%(7

1
2. x———=2Injz|+C

xr
2
5 2VT o

3
2 3
N _i(1+3_x_3i+fv_)

Jx 2 5 8
1 14+2x
.= =1
R
6 1 T+ Va?—1
|
r+vVr?+1
2 1
7. ——(1/5)" + ——=(1/2)*
ln5( /3) +51n2( /2)
8. —x — ctgx
Modulo 8. Métodos de integragao
1
1. —(2z—3)"
22(x 3)

2. —}1\4/ (1 —3x)3

1
3. _z_lln |3 — 227



200

4. In
8vV2 |zt 42

© X N o

11.
12.
13.
14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.
21.

22.
23.
24.
25.

Modulo 9. Integracao de fungoes racionais, irracionais e trigonométricas

1.
a)

1 zt— /2

In(2 + e*)
—In(e™® + V14 e %)
In |In(In x)|

2

4/ COS T

In | sin x|
VaZsin® x + b2 cos?
a2 — b2

1

—— arcsin \/§ sin x

7 ( )

g (5 + )]
glz A

arcs%n T
e +1

3
SSing + gsin5x6
1.4

sinx — —sin’ x

1 1
gthx + gtg5x

xn-i—l 1
Inz —
n+1 n—+1

_e—2m x2+x+1
2 2

202 — 1
4

1
rarctgr — 5 In(1 + %)

2(6 — x)\/xcosy/x — 6(2 — ) sin/z
(asin Sz — (3 cos 6x)€

a4+ 3?2
1 (z+2)*
2 Mt D+ 37

cos 2x + g sin 2x

Solugoes
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b) x? a8 N 3z b N 112 212% N 432%  8bx? 1Tz 4 11
4= = — — z+—1In
9 8 7 6 5 4 3 2 3

1 9 28
c) x+61n|x|—§ln|a:—2]—|—§ln|x—3\

1 1. (z—1?2 8
d ———+ —=In———+— — —arct 1
T P R R S v BT A G
3 4.8t — 1
2. §11r1 i _ 3 arctg ve
4 (14 ¢o)2(1— Yo +29x)3  20/7 VT
3t 3 2 15 27 2t +1 def
T —Zhlt—-1+ =W +t+2)— arct , t=vVr+1
3—2 1 1
4. —le—i-x—l—ﬁ—gln(§+x+\/1+x+x2)

rz—1
1024(x + 2)

3.

4
1 222 1-—
5. —( Itort2z >\/1+2:c—a:2—4arcsin *
6 V2
1‘ def 1 ++V1—2x — 22

t—

6. In — 2arctgt, onde t =
x

813
detcgfx+\/2—2x+:l:2

Modulo 11. Formula de Newton-Leibniz

g {3l P4 =0 =12 = (= 0 = 1) (- 07 g 1] o
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' 2k -1 7 (2k)!!

I, =— 2" =2k; [, = —2 "
2) Qrn 2 n 2k + D)1
by 1, = oz

" (2n + 1)!
Moédulo 12. Teoremas de valor médio

——

sen=2%k-+1

2. -

O N o G
NE
wn
—
=
=
o

. Positivo

©w

O segundo
Modulo 13. Integrais improprios

a) Converge se 1 <n < 2;

b) Converge se m > —2, n—m > 1

c¢) Converge se min(p,q) < 1, max(p,q) > 1
d) Converge

e) Converge

)

f) Convergese p>1, ¢ <1
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g) Converge se p > 1, r < 1 e g qualquer
h) Convergese « >0 e >0
8. —In2
9. 7
10. 0
Moédulo 14. Aplicagoes do integral definido
1. —
2. 127
3. %ln?y
(2 +4)Vn2+4-38
3

3
10
6lm
1728
wa’h
4 2
— T
8. T = = —
Ty YTy
Moébdulo 15. Séries numeéricas

1.

7.

2 oz s
=~ = =] =W
I3 ’NHoo|>—n DO o

@
~

f
Modulo 16. Critérios de convergéncia para séries de sinal constante
1.
a) Converge
b) Converge
c) Diverge
d) Diverge
e) Diverge
f) Converge
g) Converge

203
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Modulo 17. Critérios de convergéncia para séries de sinal arbitrario

h) Converge

DO

a) Converge
b) Converge
c¢) Converge
d) Converge
e) Diverge

w

a) Converge
b) Converge
4.

a) Converge

b) Converge para p+q > 1
c¢) Converge para p < ¢

ot

a) Converge para a >

b) Converge para a =

c¢) Diverge
d) Converge

f
g) Diverge

e) Converge
)

Diverge

1.

a) Converge
b) Converge
2.

a) Converge
b) Diverge
3.

a) Converge
b) Converge
4.

NN NCN

Solugoes
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a) Converge absolutamente para p > 1 e converge condicionalmente para 0 < p <1
b) Converge condicionalmente

D.

a) Diverge

b) Converge condicionalmente
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de Leibniz 177
de Raabe 165
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evitavel 9
primeira espécie 9
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tipo degrau 9
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segundo Heine 8
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uniformemente continua 9
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convergente 157
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Taylor 55

polinémio 55
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Leibniz 108 de Cauchy 55
de Cantor 9

Maclaurin 56 de funcgoes diferenciaveis 54

polinémio 56 de valor médio 121

Méaximo de Fermat 64
¥0C&1 64 de L'Hospital 56
Minimo de Lagrange 55
local 64 de Rolle 54
Modulo

de Weierstrass 8
de continuidade 9

Valor médio 121
Newton 108

Weierstrass 15
Particao 101

Peano 56
resto 56
Ponto
estacionario 65

de inflexdo 65
Riemann 101
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